Geometrie analitic˘a Suport de sudiu pentru seminar Mihaela Sterpu October 22, 2002 Cuprins 1 Spa¸tii afifin e 5 1 1 Exerci¸tii rezolvate 5 2 Spa¸tii afifin e 9 2 1 Exerci¸tii rezolvate 9 2 2 Exerci¸tii propuse 16 3 Subspa¸tii afifi ne 19 3 1 Exerci¸tii rezolvate 19 3 2 Exerci¸tii propuse 25 4 Subspa¸tii afifi ne 27 4 1 Exerci¸tii rezolvate 27 4 2 Exerci¸tii propuse 34 5 Tranform˘ari a fifine 37 5 1 Exerci¸tii rezolvate 37 5 2 Exerci¸tii propuse 44 1 2 CUPRINS 6 Tranform˘ari a fifine 47 6 1 Exerci¸tii rezolvate 47 6 2 Exerci¸tii propuse 54 7 Spa¸tii euclidiene punctuale 57 7 1 Exerci¸tii rezolvate 57 7 2 Exerci¸tii propuse 62 8 Spa¸tii euclidiene punctuale 65 8 1 Exerci¸tii propuse 65 9 I zometrii 67 9 1 Exerci¸tii rezolvate 67 9 2 Exerci¸tii propuse 71 10 Iz ometrii 73 10 1 Exerci¸tii rezolvate 73 10 2 Exerci¸tii propuse 77 11 Asema˘na˘ri 79 11 1 Exerci¸tii rezolvate 79 11 2 Exerci¸tii propuse 84 12 Co nice 87 12 1 Exerci¸tii rezolvate 87 12 2 Exerci¸tii propuse 91 Geometrie analitic˘a 3 13 Co nice 93 13 1 Exerci¸tii rezolvate 93 13 2 Exerci¸tii propuse 98 14 C uadrice 101 14 1 Exerci¸tii propuse 101 4 Mihaela Sterpu Seminarul 1 Spa¸tii afifine 1 1 Exerci¸tii rezolvate E 1 1 Sa˘ se arate c˘a aplica¸ti a ϕ : E3 × E3 → V 3, ϕ(A,B) = AB, pentru orice A,B ∈ E3 , defifine¸ste o structur˘a afifin˘a Solu¸ti e Axioma (a1) este verifificat˘a Axioma (a2) este verifificat˘a, conform defifini¸tiei aduna˘arii vectorilor liberi E 1 2 Fie V un spa¸t iu vectorial real de dimensiune fifinita˘ S˘a se arate ca˘ ϕ : V × V → V, ϕ(¯xx, y¯) = y¯ − x¯, pentru orice x¯,y¯ ∈ V, defifine¸ste o structur˘a afifina˘ Solu¸t ie Dac˘a v¯, a¯ ∈ V, atunci ϕ(a¯, a¯ + v¯) = v¯, deci axioma (a1) este verifificat˘a Cum ϕ(x¯, y¯) + ϕ(y¯, z¯ ) = (y¯− x¯) + (z¯ − y¯) = z¯ − x¯ = ϕ(x¯, z¯ ), pentru orice x¯, y¯, z¯ ∈ V, axioma (a2) este verifificat˘a 5 6 SEMINARUL 1 SPAT¸ II AFINE E 1 3 Sa˘ se arate c˘a orice spa¸t iu afifin punctual (A,V,ϕ) poate fifi dotat cu o structur˘a de spa¸t iu vectorial Solu¸t ie Fie O ∈ A un punct fifixat Daca˘ A,B ∈ A ¸si α ∈ R, atunci exist˘a punctele unice C, D ∈ A astfel ˆıncˆat ϕ(O, C ) = ϕ(O, A)+ϕ(O, B), ϕ(O,D) = αϕ(O, A) Considera˘am, prin defifini¸tie, A + B = C, αA = D ˆˆIIn raport cu aceste opera¸tii A are structur˘a de spa¸tiu vectorial real E 1 4 Sa˘ se determine leg˘a tura dintre coordonatele afifine ¸si coordonatele carteziene ale unui punct M relative la reperul afifin S = {A0, ,An} ¸si, respectiv, la reperul cartezian asociat reperului afifin R = A0, {A0A1, ,A0An} Solu¸ti e Fie (α0, ,αn) coordonatele afifine ale punctului M relative la reperul afifin S ¸si (x 1 , ,x n ) coordonatele carteziene ale punctului M relative la reperul cartezian R Din M = α0A0 + α1A1 + + αnAn, α0 + α1 + +αn = 1, rezult˘a A0M = α1A0A1 + +αnA0An Deducem α1 = x1, , αn = xn, α0 = 1 − x1 − − xn E 1 5 Iˆn planul afifin A2 se considera˘a punctele afifin independente A, B, C, miloacele A, B, C  ale segmentelor BC, CA, AB, respectiv, ¸si reperele afifine Ra = {A,B,C} ¸si Ra = {A,B,C } a) Ce ˆın¸t elege¸t i prin faptul punctul M este o combina¸t ie afifin˘a a punctelor A, B, C ? Explica¸t i semnififica¸t ia expesiei M = 1 3 B + 2 3 C b) Sa˘ se determine coordonatele afifine ale centrului de greutate G al triunghiului ABC ˆın reperul afifin Ra 1 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 7 c) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor carteziene ale unui punct cˆan d se trece de la reperul cartezian Rc canonic asociat lui Ra la reperul cartezian Rc asociat lui Ra d) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor afifine ale unui punct caˆn d se trece de la reperul afifin Ra la reperul afifin Ra Solu¸ti e b) Din A = 1 2 B + 1 2 C, B = 1 2 C + 1 2 A, C  = 1 2 A + 1 2 B, G = 1 3 A + 1 3 B + 1 3 C, deducem G = 1 3 A + 1 3 B + 1 3 C  c) ˆ ˆIIn reperul cartezian Rc, canonic asociat reperului afifin Ra, avem A(0, 0), B(1, 0), C (0, 1), A( 1 2 , 1 2 ), B(0, 1 2 ), C (1 2 , 0), AB(−1 2 , 0), AC (0,−1 2 ) Notaˆnd (x1, x2), (y1, y2) coordonatele carteziene ale unui punct relative, respectiv, la reperele carteziene Rc, Rc, formulele de schimbare a coordonnatelor au expresia  x1 x2  =  1 2 1 2 +  −1 2 0 0 −1 2  y1 y2  d) Fie (α0, α1, α2), (β 0, β 1, β 2) coordonatele afifine ale lui M respectiv ˆın Ra ¸si Ra Din α1 = x1, α2 = x2, β 1 = y1, β 2 = y2, folosind rezultatele de la c) ob¸tinem   α0 = 1 2 − 1 2 β 0 α1 = 1 2 − 1 2 β 1 α2 = 1 2 − 1 2 β 2 E 1 6 Iˆn spa¸t iul afifin A3 se considera˘a punctele afifin independente O, A, B, C ¸si se noteaza˘ cu D, E, F mijloacele segmentelor BC, CA ¸si, respectiv, AB S˘a se determine coordonatele vˆa rfurilor tetraedrului ˆın raport cu reperul cartezian O, {OD,OE,OF } 8 SEMINARUL 1 SPAT¸ II AFINE Solut ¸ie ˆˆIIn reperul cartezian considerat avem O(0, 0, 0), D(1, 0, 0), E (0, 1, 0), F (0, 0, 1) Din D = 1 2 B + 1 2 C, E = 1 2 C + 1 2 A, F = 1 2 A + 1 2 B, deducem A(−1, 0, 0), B(1,−1, 1), C (1, 1,−1) E 1 7 Fie A,B,C trei puncte coliniare distincte din spa¸t iul afifin punctual A Daca˘ C = αA + βB, α,β ∈ R, α + β = 1, atunci (AB | C ) = −β α Solu¸ti e Dac˘a C = αA+βB atunci CC = αCA+βCB Cum C = A, rezulta˘ α = 0, ¸si CA = −β α CB, adic˘a (AB | C ) = −β α E 1 8 Fie A,B,C trei puncte coliniare distincte din spa¸t iul afifin punctual A Daca˘ (AB | C ) = k atunci (BA | C ) = 1 k , (AC | B) = 1 − k, (CA | B) = 1 1−k , (CB | A) = k k−1 , (BC | A) = k−1 k Solu¸ti e Dac˘a (AB | C ) = k atunci C = 1 1−k A − k 1−kB, A = kB+(1− k)C ¸si B = 1 k A − 1−k k C Aplicaˆand exerci¸tiul anterior se ob¸tine rela¸tiile cerute Seminarul 2 Spa¸tii afifine 2 1 Exerci¸tii rezolvate E 2 1 Iˆn planul afifin A2 se consider˘a reperele carteziene R = (O; {e¯1, e¯2}) ¸si R = (O; { f¯1 , f¯2 }) Se noteaza˘ (x, y), (x, y) coordonatele unui punct ˆın R, R, respectiv Axele Ox, Oy au, ˆın raport cu reperul R, ecua¸t iile 2x + y − 4 = 0, ¸si, respectiv, x − y − 2 = 0, iar punctul P, care ˆın reperul R are coordonatele (1, 1) , ˆın reperul R are cooronatele (3, 1) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul cartezian R la reperul cartezian R Solu¸ti a 1 Deoarece Ox are ecua¸tiile parametrice x = t, y = 4 − 2t, rezulta˘ ca˘a putem considera vectorul g¯1(1,−2) ca vector director al axei Ox Analog se ga˘se¸ste c˘a g¯2(1, 1) este un vector director pentru axa Oy Atunci f¯ 1 = αg¯1, f¯ 2 = β g¯2, α, β ∈ R∗ Originea reperului R este punctul O(2, 0) de intersec¸tie a dreptelor 9 10 SEMINARUL 2 SPAT¸ II AFINE Ox, Oy Formula matriceal˘a de schimbare a coordonatelor este  x y  =  2 0 +  α β −2α β  x y  (2 1) Punaˆand condi¸tia ca x = 1, y = 1, x = 3, y = 1 sa˘a verififice (2 1), se ob¸tine α = −2 9 , β = −1 3  x y  =  2 0 +  −2 9 −1 3 −4 9 −1 3  x y  Solu¸ti a 2 Formulele de schimbare a coordonatelor sunt de forma  x = α1 1x + α1 2y + a1 y = α2 1x + α2 2y + a2 Axa Ox are ˆın reperul R ecua¸tia y = 0, adic˘a α2 1x + α2 2y +a2 = 0, axa Oy are ˆın reperul R ecua¸tia x = 0, adic˘a α1 1x + α1 2y + a1 = 0 Rezult˘a  x = γ (x − y − 2) y = δ (2x + y − 4) (2 2) Punaˆand condi¸tia ca x = 1, y = 1, x = 3, y = 1 sa˘a verififice (2 2), se ob¸tine γ = −2 3 , δ = −1 E 2 2 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A3 se consider˘a reperele carteziene R = (O; {e¯1, e¯2, e¯3}) ¸si R = (O; { f¯ 1, f¯ 2, f¯ 3}), astfel ˆıncˆa t planele Oxy, Oyz , Oz x au, ˆın raport cu reperul R, ecua¸t iile x+1 = 0, 2x−y = 0 ¸si, respectiv, x−2y+3z −6 = 0, iar punctul P, care ˆın reperul R are coordonatele (1, 1, 1) , ˆın reperul R are coordonatele (1, 3, 1) Sa˘ ase scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul cartezian R la reperul cartezian R 2 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 11 Solu¸ti a 1 Originea reperului R este punctul O(−1,−2, 1) de intersec¸tie a planelor de coordonate Oxy, Oyz , Oz x Axa Ox are ecua¸tiile x+1 = 0, x−2y+3z −6 = 0 Deci g¯1(0,−3, 2) este un vector director pentru Ox Vectorii directori ai axelor Oy, Oz  sunt g¯2(0, 0,−1), respectiv g¯3(1, 2, 1) Deducem f¯1 = αg¯1, f¯2 = β g¯2, f¯3 = γ g¯3, α,β,γ ∈ R∗ Formula matriceala˘a de schimbare a coordonatelor se scrie   x y z   =   −1 −2 1   +   0 0 γ −3α 0 2γ 2α −β γ     x y z    (2 3) Punaˆand condi¸tia ca x = 1, y = 1, z = 1, x = 1, y = 3, z  = 1 sa˘a verififice (2 3), se ob¸tine α = 1 3 , β = 8 9 , γ = 2 Formula (2 3) se scrie   x y z   =   −1 −2 1   +   0 0 2 −1 0 4 2 3 −8 9 2     x y z    Solu¸ti a 2 Formulele de schimbare a coordonatelor sunt de forma   x = α1 1x + α1 2y + α1 3z + a1 y = α2 1x + α2 2y + α2 3z + a2 z  = α3 1x + α3 2y + α3 3z + a3 Planul Oxy are ˆın reperul R ecua¸tia z  = 0, adic˘a α3 1x+α3 2y+α3 3z +a3 = 0, planul Oyz  are ˆın reperul R ecua¸tia x = 0, adic˘a α1 1x + α1 2y + α1 3z + a1 = 0, iar planul planul Oxz  are ˆın reperul R ecua¸tia y = 0, adic˘a 12 SEMINARUL 2 SPAT¸ II AFINE α2 1x + α2 2y + α2 3z + a2 = 0 Rezult˘a   x = α(2x − y) y = β (x − 2y + 3z − 6) z  = γ (x + 1) (2 4) Punaˆand condi¸tia ca x = 1, y = 1, z = 1, x = 1, y = 3, z  = 1 sa˘a verififice (2 4), se ob¸tine α = 1, β = −3 4 , γ = 1 2 E 2 3 Iˆn spa¸t iul geometric elementar E3 , se consider˘a paralelipipedul ABCDABC D ¸si reperele carteziene R = (A; { AB,AD,AA } )¸si R  = (C ; { C B,C D,C C } ) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul R la reperul R Solut ¸ie ˆˆIIn reperul R avem A(0, 0, 0),B(1, 0, 0),D(0, 1, 0),A(0, 0, 1),C (1, 1, 0), B(1, 0, 1),C (1, 1, 1),D(0, 1, 1), C B(0,−1, 0),C D(−1, 0, 0),C C (0, 0,−1) Formula de schimbare a coordonatelor se scrie   x1 x2 x3   =   1 1 1   +   0 −1 0 −1 0 0 0 0 −1     y1 y2 y3   2 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 13 E 2 4 Iˆn spa¸t iul geometric elementar E3 , se consider˘a paralelipipedul ABCDABC D ¸si reperele carteziene R = (C ; {CB,CD,CC })¸si R = (A; {AG1,AG2,AG3}), unde G1, G2, G3 sunt centrele de greutate ale fe¸t elor BCBC , CDC D ¸si, respectiv, ABC D Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor caˆan d se trece de la reperul R la reperul R E 2 5 Iˆn spa¸t iul geometric elementar E 3 se considera˘a reperul cartezian R = (O; {e¯1, e¯2, e¯3}) ¸si punctele E0 (1, 1, 0),E 1 (0, 3,−1),E2 (1, 2, 1) ,E 3 (−1, 1,−1) , date prin coordonatele lor ˆın reperul R a) Sa˘a se arate sistemul Ra = {E0 ,E 1 ,E 2 ,E 3 } determina˘a un reper afifin ¸si sa˘a se calculeze coordonatele afifine relative la Ra ale punctului P (0, 5, 1) b) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul R la reperul cartezian canonic asociat reperului afifin Ra Solu¸ti e a) Vectorii E0 E1 (−1, 2,−1),E 0 E2 (0, 1, 1), E0 E3 (−2, 0,−1) sunt liniar independen¸ti, deci Ra ete un reper afifin Dac˘a (α0, α1, α2, α3) sunt coordonatele afifine ale punctului P relativ la reperul afifin Ra, atunci   1 = α 0 + α 1 + α 2 + α 3 0 = −α1 − 2α3 + 1 5 = 2α1 + α2 + 1 1 = −α1 + α2 − α3 14 SEMINARUL 2 SPAT¸ II AFINE Deducem α0 = −2, α1 = 1, α2 = 2, α3 = 0 b) Formula de schimbare a coordonatelor se scrie  x1 x2 x3  =  1 1 0  +  − 1 0 − 2 2 1 0 −1 1 −1  y1 y2 y3  E 2 6 Iˆn spa¸t iul geometric elementar E 3 se considera˘a reperul cartezian Oxyz ¸si punctele A(2, 1, 3), B(2, 4, 0), C (−3, 0, 4) care determina˘a planul π Iˆn planul π se considera˘ reperul cartezian Rπ = A, {AB,AC } a) Sa˘a se determine coordonatele spa¸t iale ale punctului P din planul π care are coordonatele (5, 3) ˆın reerul Rπ b) Sa˘ se determine coordonatele ˆın reperul plan ale punctului de intersec¸ti e dintre axa Oz ¸si planul π Solu¸ti e a) Din AB(0, 3,−3), AC (−5,−1, 1) ¸si AP = 5AB+3AC deducem AP (−15, 12,−12) Cum OP = OA+AB, rezult˘a P (−13, 13,−9) b) Ecua¸tia planului π se scrie:   x − 2 0 −5 y − 1 3 −1 z − 3 −3 1   = 0, sau y + z − 4 = 0 Punctul M de intersec¸tie dintre axa Oz ¸si planul π are coordonatele carteziene (0, 0, 4) Din OM = OA + t1AB + t2AC , deducem ca˘a punctul M are coordonatele (t1, t2) = (−1 5 , −2 5 ) ˆın reperul cartezian din planul π 2 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 15 E 2 7 Iˆn spa¸ti ul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian R, se dau punctele A(1, 0, 0, 1), B(0, 1, 0, 1), C (0, 0, 1, 1), D(0, 0, 0, 1), E (1, 1, 1, 0) a) Sa˘ se arate c˘a sistemul R a = { A,B,C,D,E } defifine¸ste un reper afifin b) Sa˘ se ga˘as easca˘ coordonatele afifine ale punctului M (1, 2,−2,−1) ˆın raport cu reperul afifin Ra c) Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul cartezian R la reperul cartezian canonic asociat reperului afifin Ra Solu¸ti e a) Sistemul de vectori {AB(−1, 1, 0, 0),AC (−1, 0, 1, 0),AD(−1, 0, 0, 0),AE (0, 1, 1,−1)} este liniar independent (rang   −1 −1 −1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 −1   = 4) b) Dac˘a (α0, α1, α2, α3, α4) sunt coordonatele afifine ale punctului M relativ la reperul afifin Ra, atunci M = α0A + α1B + α2C + α3D + α4E, de unde rezult˘a   1 = α0 + α1 + α2 + α3 + α4 1 = 1 − α 1 − α 2 − α 3 2 = α1 + α4 −2 = α2 + α4 −1 = 1 − α4 16 SEMINARUL 2 SPAT¸ II AFINE Deducem α0 = −1, α1 = 0, α2 = −4, α3 = 4, α4 = 2 b) Formula de schimbare a coordonatelor se scrie  x1 x2 x3 x4  =  1 0 0 1  +  − 1 − 1 − 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0 0 0 −1   y1 y2 y3 y4  2 2 Exerci¸tii propuse E 2 8 Fie R = Oxy, R = Oxy doua˘ repere carteziene ˆın planul afifin A2 Axele Ox, Oy au, ˆın raport cu reperul R, ecua¸t iile x+y−4 = 0, ¸si, respectiv, 2x−y +1 = 0, iar punctul O are coordonatele (1, 5) ˆın reperul R Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor cˆa nd se trece de la reperul cartezian R la reperul cartezian R E 2 9 Fie R = Oxyz, R = Oxyz  dou˘a repere carteziene ˆın spa¸t iul afifin A3, astfel ˆıncˆa t planele Oxy, Oyz , Oz x au, ˆın raport cu reperul R, ecua¸t iile x + z = 0, x − y − 2z = 0 ¸si, respectiv, 2y − z −5 = 0, iar punctul P, care ˆın reperul R are coordonatele (1, 0, 1) , ˆın reperul R are cooronatele (1, 2,−4) S˘a se scrie formulele de schimbare a coordonatelor caˆn d se trece de la reperul cartezian R la reperul cartezian R E 2 10 Iˆn spa¸t iul geometric elementar E3 , se consider˘a paralelipipedul ABCDABC D ¸si reperele carteziene R = (C ; {CB,CD,CC })¸si R = (A; {AG1,AG2,AG3}), 2 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 17 unde G1, G2, G3 sunt centrele de greutate ale fe¸t elor BCBC , CDC D ¸si, respectiv, ABC D Sa˘ se scrie formulele de schimbare a coordonatelor caˆan d se trece de la reperul R la reperul R E 2 11 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian R, se dau punctele A(1,−1, 0, 1),B(0, 0, 2, 1),C (2, 1,−1, 1),D(1,−1, 1, 1),E (0,−1, 0, 0) a) Sa˘ se arate c˘a sistemul Ra = {A,B,C,D,E} este un reper afifin b) Sa˘ se g˘as easca˘ acoordonatele afifine ale punctului M (1, 1, 1, 1) ˆın raport cu reperul afifin Ra 18 SEMINARUL 2 SPAT¸ II AFINE Seminarul 3 Subspa¸tii afifine 3 1 Exerci¸tii rezolvate E 3 1 Sa˘ se arate c˘a submul¸t imea nevida˘ A ⊆ An este un subspa¸t iu afifin al spa¸t iului fifin real (An, V n , ϕ) daca˘a ¸si numai dac˘a pentru orice P, Q ∈ A ¸si pentru orice α, β ∈ R, α + β = 1, avem αP + βQ ∈ A Solu¸ti e Dac˘a A este un subspa¸tiu afifin, O ∈ A, atunci A are subspa¸tiul vectorial director W = {OM | M ∈ A} Fie P,Q ∈ A ¸si α, β ∈ R, α + β = 1 Rezult˘a OP, OQ ∈ W, deci αOP + βOQ ∈ W (W este subspa¸tiu vectorial) Din defifini¸tia lui W rezult˘a ca˘a exist˘ aun punct R ∈ A astfel ˆıncˆat OR = αOP + βOQ, deci R = αP + βQ ∈ A Reciproc, demonstra˘am ca˘ amul¸timea W = {OM | M ∈ A} ⊆ V n este un subspa¸tiu vectorial Dac˘a v¯ ∈ W, λ ∈ R, rezult˘a ca˘ exist˘ aun punct P ∈ A astfel ˆıncˆat OP = v¯ Aplicaˆand ipoteza deducem c˘a Q = (1 − λ)O + λP ∈ A, deci 19 20 SEMINARUL 3 SUBSPAT¸ II AFINE OQ = λOP = λv¯ ∈ W Dac˘a u¯, v¯ ∈ W, atunci exist˘a P, Q ∈ A astfel ˆıncˆat OP = u¯, OQ = v¯ Aplicaˆnd ipoteza deducem c˘a R = 1 2 P + 1 2 Q ∈ A, deci OR ∈ W Rezult˘a ca˘ u¯ + ¯v = 2  1 2OP + 1 2OQ = 2OR ∈ W E 3 2 Fie V un spa¸t iu vectorial real de dimensiune fifinit˘a , W un subspa¸t iu vectorial al lui V ¸si x¯0 ∈ V Submul¸t imea L = {x¯0 + y¯ |y¯ ∈ W } a lui V se nume¸ste varietate liniar˘a determinat˘a de vectorul x¯0 ¸si subspat¸t iul vectorial W Daca˘ pe V se considera˘a structura afifin˘ aϕ defifinita˘a la E 2 2, sa˘ se arate c˘a L este un subspa¸t iu afifin Solu¸ti e Deoarece x¯0 ∈ L ¸si ϕ(x¯0, x¯0+y¯) = (x¯0+y¯) − x¯0 = y¯, mul¸timea {ϕ(x¯0, x¯0 + y¯), y¯ ∈ W } = W este un subspa¸tiu vectorial al lui V E 3 3 Fie (A,V,ϕ) un spa¸ti u afifin real de dimensiune fifinita˘ n Sa˘ se arate ca˘a daca˘ aS = {A0, ,A p} ⊂ A, atunci L(S ) = M ∈ A, M = α0A0 + + α pA p, αi ∈ R, i = 0, p, p i=0 αi = 1 Solu¸ti e Nota˘am A = M ∈ A, M = α0A0 + + α pA p, αi ∈ R, i = 0, p, p i=0 αi = 1 Evident, A este un subspa¸tiu afifin ¸si S ⊂ A, deci L(S ) ⊆ A Fie A ⊆ A un subspa¸tiu afifin care include S ¸si M = α0A0 + + α pA p ∈ A, p i=0 αi = 1 arbitrar Din A0, ,A p ∈ A, rezult˘a M ∈ A Prin urmare A ⊆ A ˆ ˆIn concluzie A = L(S ) 3 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 21 E 3 4 Iˆn spa¸t iul afifin real (A,V,ϕ), de dimensiune fifinit˘a n, raportat la reperul cartezian R = (O; e¯1, , e¯n) , se considera˘ hiperplanul πn−1 : n  i=1 a1xi +a = 0 S˘a se arate c˘a vectorul nenul u¯ = n  i=1 uie¯i este paralel cu πn−1 daca˘ ¸si numai dac˘a n i=1 aiui = 0 Solu¸ti e Presupunem c˘a vectorul u¯ este paralel cu hiperplanul πn−1, adica˘ u¯ ∈ Vn −1, unde Vn −1 este subspa¸tiul director al lui πn−1 Dac˘a a1 = 0 (nu mic¸sor˘am generalitatea presupunˆand aceasta), ecua¸tiile parametrice ale hiperplanului πn−1 sunt:  x1 = −a2 a1 t2 − a3 a1 t3 − − an a1 tn − a a1 , xi = ti, i = 2, n Atunci V n−1 = L({¯¯bb2, , , ,¯¯bbn}), unde ¯b2 = (−a 2 a1 , 1, 0, , 0), ¯¯bb3 = (− a3 a1 , 0, 1, 0, , 0), ¯¯bbn = (− an a1 , 0, , 0, 1) Dar u¯ ∈ Vn −1 implica˘a existen¸ta scalarilor α2, , αn ∈ R, astfel ˆıncˆat u¯ = α2¯¯bb2 + + αn¯¯bbn, adic˘a −α2 a2 a1 − α3 a3 a1 − − αn an a1 = u1, αi = ui, i = 2, n De aici, rezult˘a u¸sor c˘a a1u1 + + anun = 0 Reciproc, presupunem c˘a a1u1 + + anun = 0 Dac˘a admitem c˘a a1 = 0, obt¸inem u1 = −u2 a2 a1 − u3 a3 a1 − − un an a1 22 SEMINARUL 3 SUBSPAT¸ II AFINE Atunci ¯u = n i=1 ui ¯ei = −u2 a2 a1 − u3 a3 a1 − − un an a1 e¯1 + u2e¯2 + + une¯n = − a2 a1 e¯1 + e¯2u2 + + − an a1 e¯1 + e¯nun = u2¯¯bb2 + + un¯¯bbn ∈ V n−1 E 3 5 Iˆn spa¸t iul afifin real (A4, V4 , ϕ) raportat la reperul cartezian R = (O; e¯1, e¯2, e¯3, e¯4) se consider˘a punctele A(3, 1, 0, 1) ,B (−10, 4,−6, 5) , P (1, 0, 2, 1) ,Q(4,−1, 2, 1) ,R(−1, 1,−1, 4) Sa˘a se determine locul geometric al mijlocului segmentului (MN ) , unde M este varibil pe drepta AB, iar N un punct variabil ˆın planul (PQR) Solu¸ti e Fie M (3−13α, 1+3α,−6α, 1+4α), α ∈ R, un punct variabil pe dreapta AB ¸si N (1 + 3β −2γ, −β + γ, 2 − 3γ, 1 + 3γ ), β,γ ∈ R, un punct variabil ˆın planul (PQR) Atunci coordonatele mijlocului H al segmentului (MN ) sunt:   x1 = 1 2 (4 − 13α + 3β − 2γ ) x2 = 1 2 (1 + 3α − β + γ ) x3 = 1 2 (2 − 6α − 3γ ) x4 = 1 2 (2 + 4α + 32γ ) Eliminˆand α, β, γ din rela¸tiile de mai sus, se ob¸tine ecua¸tia locului geometric: 6x1 + 18x2 − 16x3 − 18x4 + 13 = 0, 3 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 23 adica˘ un hiperlan E 3 6 Iˆn spa¸t iul afifin punctual E 3 raportat la reperul cartezian Oxyz, se considera˘a punctul A(1,−1, 2), planul π : x + y − z − 3 = 0 ¸si dreapta d :  2x + y + z = 0 x − y + 2z + 3 = 0 Se cere: a) Ecua¸t ia planului care trece prin punctul A ¸si con¸t ine dreapta d b) Ecua¸t ia planului care con¸t ine dreapta d ¸si este paralel cu dreapta d : x−1 2 = y 1 = z−2 −1 Solu¸ti e a) Ecua¸tiile parametrice ale dreptei d sunt   x = t y = −t + 1 z = −t − 1 , t ∈ R, deducem ca˘ d trece prin punctul P (0, 1,−1) ¸si are vectorul director v¯(1,−1,−1) Planul π1 trece prin punctul A ¸si are vectorii directori v¯, AP (−1, 2,−3) Ecua¸tia cartezian˘a a planului π1 este  x − 1 1 − 1 y + 1 −1 2 z − 2 −1 −3  = 0, adica˘ 5x + 4y + z − 3 = 0 24 SEMINARUL 3 SUBSPAT¸ II AFINE b) Dreata d are vectorul director u¯(2, 1,−1) Planul π2 trece prin punctul P ¸si are vectorii directori v¯, u¯ Ecua¸tia carteziana˘a a planului π2 este  x 1 2 y − 1 −1 1 z + 1 −1 −1  = 0, adica˘ 2x − y + 3z + 4 = 0 E 3 7 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se dau punctele A(1,−1, 0, 1), B(0, 1,−1, 0), C (1, 0,−1, 0), D(1, 2, 0, 1) Sa˘ se scrie: a) ecua¸t iile carteziene ale dreptei AB ¸si ale dreptei care trece prin C ¸si este paralela˘ cu AB; b) ecua¸t i ile carteziene ale planului ABC ; c) ecua¸ti a carteziana˘a a hiperplanului ABCD Solu¸ti e a) Dreapta (AB) are ecua¸tiile x1 − 1 −1 = x2 + 1 2 = x3 −1 = x4 − 1 −1 Ecua¸tiile carteziene ale dreptei care trece prin C ¸si este paralela˘a cu (AB) sunt x1 − 1 −1 = x2 2 = x3 + 1 −1 = x4 −1 3 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 25 b) Planul (ABC ) are vectorii directori AB(−1, 2,−1,−1), AC (0, 1,−1,−1), Ecua¸tia vectoriala˘ aparametrica˘ aa planului ABC este r¯ = OA + t1AB + t2AC, t1, t2 ∈ R Prin eliminarea parametrilor din ecua¸tiile parametrice   x1 = 1 − t1 x2 = −1 + 2t1 + t2 x3 = −t1 − t2 x3 = 1 − t1 − t2 se ob¸tin ecua¸tiile carteziene cerute   x1 − 1 −1 0 x2 + 1 2 1 x3 −1 −1   = 0,   x1 − 1 −1 0 x2 + 1 2 1 x4 − 1 −1 −1   = 0, adica˘ x 1 + x 2 + x 3 = 0, x 1 + x 2 + x 4 − 1 = 0 c) Hiperplanul ABCD este determinat de punctul A ¸si vectorii AB, AC, AD(0, 3, 0, 0) Ecua¸tia carteziana˘ aa acestui hiperplan este:  x1 − 1 −1 0 0 x2 + 1 2 1 3 x3 −1 −1 0 x4 − 1 −1 −1 0  = 0, adica˘ x3 − x4 + 1 = 0 3 2 Exerci¸tii propuse E 3 8 Fie (A,V,ϕ) un spa¸ti u afifin real de dimensiune fifinita˘ n Sa˘ se arate ca˘a submul¸t imea nevida˘ A a lui A este un subspa¸t iu afifin dac˘a ¸si 26 SEMINARUL 3 SUBSPAT¸ II AFINE numai daca˘a mul¸t imea razelor vectoare ale punctelor sale, ˆıntr-un reper cartezian fifixat, constituie o varietate liniara˘ E 3 9 Iˆn spa¸ti ul afifin punctual A 4, ˆıntr-un reper cartezian R , se dau punctele A(1, 0, 0, 1), B(0, 1, 0, 1), C (0, 0, 1, 1), D(0, 0, 0, 1), E (1, 1, 1, 0) a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile planului (ABC ); b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile planului care trece prin punctul D ¸si este paralel cu planul (ABC ); c) Sa˘ se scrie ecua¸t ia hiperplanului care trece prin punctul E ¸si este paralel cu hiperplanul (ABCD) E 3 10 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A5, ˆıntr-un reper cartezian, se dau punctele A(1, 1, 0, 1, 2), B(2,−1, 3, 4, 2), C (1, 2, 7, 6, 1) S˘a se scrie ecua¸t iile carteziene ale dreptei AB ¸si ale planului ABC E 3 11 Fie (A3, V3 ) un spa¸ti ul afifin real raportat la reperul cartezian Ox1x2x3 Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia generala˘ aa planului afifin π1 care trece prin dreapta afifina˘ d1 :  x1 − 2x2 + x3 + 1 = 0 2x1 + x2 − x3 + 3 = 0 ¸si este paralel cu dreapta determinata ˘ de punctele A(−1, 2, 3), B (1, 7,−2) b) Sa˘ se scrie ecua¸t ia carteziana˘ ageneral˘a a planului afifin π2 care este paralel cu planul afifin π3 : 2x1 − x2 + 3x3 −4 = 0 ¸si con¸t ine dreapta afifina˘ d2 : x1−5 2 = x2 7 = x3 1 Seminarul 4 Subspa¸tii afifine 4 1 Exerci¸tii rezolvate E 4 1 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A3, ˆın reperul cartezian Ox1x2x3 se dau punctul A(5,−3, 2), dreptele d1 :  x1 + x2 − x3 − 1 = 0 2x1 − x2 − 2 = 0 , d2 : x1−1 1 = x2+1 −1 = x3−2 2 ¸si d3 : x1+3 4 = x2−2 1 = x3−1 5 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t ia planului care trece prin A ¸si este paralel cu planul Ox1x2; b) sa˘ se scrie ecua¸t ia carteziana˘ aa planului care trece d1 ¸si este paralel cu d2; c) sa˘ se scrie ecua¸ti ile dreptei d care intersecteaza˘ d1 ¸si d2 ¸si este paralela˘ cu d3 27 28 SEMINARUL 4 SUBSPAT¸ II AFINE Solu¸ti e a) Planul Ox1x2 are ecua¸tia x3 = 0 Un plan π1 paralel cu planul Ox1x2 are ecua¸tia x3 + λ = 0 Condi¸tia A ∈ π1implica˘ λ = −2 b) Ecua¸tiile parametrice ale dreptei d1 se scriu   x1 = t x2 = 2t − 2 x3 = 3t − 3 , t ∈ R, deducem c˘a d1 trece prin punctul P (0,−2,−3) ¸si are vectorul director v¯1(1, 2, 3) Dreapta d2 are vectorul director v¯2(1,−1, 2) Planul π2 trece prin punctul P ¸si are vectorii directori v¯1, v¯2 Ecua¸tia carteziana˘ aa planului π2 este  x1 1 1 x2 + 2 2 −1 x3 + 3 3 2  = 0, adica˘ 7x1 + x2 − 3x3 − 7 = 0 c) Fie M (t, 2t − 2, 3t − 3), N (s + 1,−s − 1, 2s + 2) punctele ˆın care dreapta d intersecteaz˘a dretele date d1, resectiv d2 Din condi¸tia ca dreapta d sa˘a fifie paralela˘ acu dreapta d3 rezult˘a ca˘a vectorii MN (s + t − 1,−s − 2t + 1, 2s − 3t + 5) ¸si v¯3(4, 1, 5) sunt liniar dependen¸ti Deducem c˘a exist ˘a un numa˘ar real nenul λ astfel ˆıncˆat s + t − 1 = 4λ, −s − 2t + 1 = λ, 2s−3t+5 = 5λ Se ob¸tine t = 4 3 , s = − 4 3 , M ( 4 3 , 2 3 , 1), iar ecua¸tiile dreptei d sunt x1 − 4 3 4 = x2 − 2 3 1 = x3 − 1 5 4 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 29 E 4 2 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se dau dreptele d1 :   x1 = 1 + t x2 = 2 + t x3 = 3 + t x4 = 4 + t , d2 :   x1 = 0 x2 + x3 + 1 = 0 x4 − 3 = 0 Sa˘a se scrie ecua¸t iile sumei geometrice a celor dou˘a drepte (acoperirea afifina˘ a reuniunii d1 ∪ d2) Solu¸ti e Dreapta d1 trece prin punctul A(1, 2, 3, 4) ¸si are vectorul director v¯1(1, 1, 1, 1), iar dreapta d2 trece prin punctul B(0, 0,−1, 3) ¸si are vectorul director al v¯2(0, 1,−1, 0) Acoperirea afifina˘a a mul¸timii d1 ∪ d2 ⊂ A4 este subspa¸tiul afifin care trece prin unctul A ¸si are aubspa¸tiul vectorial director generat de vectorii ¯v1, v¯2, AB( − 1, − 2, − 4, − 1) Cum ace¸sti vectori sunt Rangul sistemului de vectori este egal cu liniar independent¸i, rang   1 0 −1 1 1 −2 1 −1 −4 1 0 −1   = 3, acoperirea afifin˘a d1 + d2 este hiperplanul de ecua¸tie  x1 − 1 1 0 −1 x 2 − 2 1 1 −2 x3 − 3 1 −1 −4 x4 − 4 1 0 −1  = 0, adica˘ x1 − x4 +3 = 0 30 SEMINARUL 4 SUBSPAT¸ II AFINE E 4 3 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se dau subspa¸t iile afifine α1 :  x1 + 2x2 − x3 + 2 = 0 2x1 + x2 + x4 = 0 ¸si α2 defifinit de punctul B(1, 0, 0, 1) ¸si vectorii ¯b1(1, − 1, 0, 2), ¯b2(1, 0, 2, 1) a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile subspa¸t iilor afifine α1 ∩ α2 ¸si α1 + α2 b) Sa˘ se scrie ecua¸t ia hiperplanului care trece prin α1 ¸si este paralel cu dreapta d : x1 = x2, x3 = x4, x2 = 2x3 c) Sa˘ se scrie ecua¸t ia unui plan β astfel ˆıncˆa t β ∩α1 = {Q(0,−1, 0, 1)} Solu¸ti e Planul α1 trece prin punctul A(0, 0, 2, 0) ¸si admite vectorii directori a¯1(1, 0, 1, − 2), ¯a2(0, 1, 2, − 1), iar planul α2 are ecua¸tiile carteziene  2x1 + 2x2 − x3 − 2 = 0 −x1 + x2 + x4 = 0 Dac˘a α1 ∩ α2 = ∅, Ecua¸tiile subspa¸tiului afifin α1 ∩ α2 sunt date de sistemul principal asociat sistemului de ecuat¸ii liniare    x1 + 2x2 − x3 + 2 = 0 2x1 + x2 + x4 = 0 2x1 + 2x2 − x3 − 2 = 0 −x1 + x2 + x4 = 0 ˆIn acest caz sistemul este incompatibil ¸si α1 ∩ α2 = ∅ Subspa¸tiul afifin α1 + α2 trece prin punctul A ¸si are subspa¸tiul vectorial director generat de vectorii {¯a1, ¯a2, ¯¯bb1, ¯¯bb2,AB AB} Cum sistemul {¯a1, ¯a2, ¯¯bb1,AB} este liniar independent, rezulta˘a dim(α1 + α2) = 4 ¸si α1 + α2 = A4 4 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 31 b) Dreapta d are vectorul director v¯(2, 2, 1, 1) Se ob¸tine   x1 1 0 2 x2 0 1 2 x3 − 2 1 2 1 x4 −2 −1 1   = 0, adica˘ 3x1 − 9x2 + 7x3 + 5x4 − 14 = 0 c) Deoarece Q ∈ α1, orice plan care trece prin Q ¸si are vectorii directori c¯1, c¯2 ˆındepline¸ste condit¸ia cerut˘a dac˘a vectorii a¯1, a¯2, c¯1, c¯2 sunt liniar independen¸ti De exemplu putem alege c¯1 = e¯3, c¯2 = e¯4 ¸si pentru β ob¸tinem ecua¸tiile:  x1 = 0 x2 + 1 = 0 E 4 4 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se dau subspa¸t iile afifine α :   x1 = 1 + 2t x2 = 2 + 3t x3 = 3 + 4t x4 = 4 + 5t , β :  x1 − x2 = 0 x3 − x4 − 1 = 0 Sa˘a se scrie ecua¸t iile hiperplanelor paralele care con¸t in subspa¸t iile α ¸si, respectiv, β Solu¸ti e Subspa¸tiul afifin α este dreapta care trece prin punctul A(1, 2, 3, 4) ¸si are vectorul director a¯(2, 3, 4, 5) Subspa¸tiul afifin β este planul care trece prin punctul B(0 (0, 0, 1, 0) ¸ si a are vec re vectori torii di i direct rectori ori ¯ ¯bb1(1 (1, 1, 0, 0) 0), ¯¯bb2(0, 0, 1, 1) 32 SEMINARUL 4 SUBSPAT¸ II AFINE Vectorii ¯ a, ¯ ¯bb1, ¯ ¯bb2 fifiind liniar independen¸ti    rang    2 3 4 5 1 1 0 0 0 0 1 1    = 3   , hiperplanele cerute π1, π2 vor avea acela¸si subspa¸tiu director L(a¯, ¯b1, ¯b2) ¸si vor trece, respectiv, rin unctele A ¸si B Obt¸inem: π1 :  x1 − 1 2 1 0 x2 − 2 3 1 0 x3 − 3 4 0 1 x4 − 4 5 0 1  = 0, π2 :  x1 2 1 0 x2 3 1 0 x3 − 1 4 0 1 x4 5 0 1  = 0, deci π1 : x1 − x2 − x3 + x4 = 0, π2 : x1 − x2 − x3 + x4 + 1 E 4 5 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se considera˘ subspa¸t iile afifine α : x1 + x2 + x3 − x4 − 2 = 0, β :  x1 − x2 − x3 − 1 = 0 2x1 − x2 − 2 = 0 Sa˘a se determine intersec¸t ia ¸si suma geometric˘a a subspa¸t iilor afifine α ¸si β Solu¸ti e Subspa¸tiul afifin α trece prin punctul A(2, 0, 0, 0) ¸si are vectorii directori a¯1(−1, 1, 0, 0), a¯2(−1, 0, 1, 0), a¯3(1, 0, 0, 1) Planul β trece prin punctul B(0 (0, 0,−1,−2) ¸si are vectorii d directori irectori ¯¯bb1(1 (1, 0, 1, 2) 2), ¯¯bb2(0, 1,−1, 0) Subspa¸tiul afifin α ∩ β este determinat de ecua¸tiile   x1 + x2 + x3 − x4 − 2 = 0 x1 − x2 − x3 − 1 = 0 2x1 − x4 − 2 = 0 4 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 33 Sistemul fifiind incompatibil, deducem α ∩ β = ∅ Sistemul de vectori ¯a1, a¯2, a¯3, ¯b1, ¯b2, AB(−2, 0,−1,−2) are rangul 4 (¯aa1, a¯2, a¯3, AB sunt liniar independen¸ti), deci suma geometric˘a α + β coincide cu spa¸tiul afifin A4 E 4 6 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A3, ˆıntr-un reper cartezian, se dau dreptele d1, d2 prin ecua¸t iile lor Sa˘ se decid˘a dac˘a aceste drepte sunt sau nu coplanare ¸si, daca˘a este cazul, s˘ ase scrie ecua¸t ia planului determinat de ele a) d1 :  x1 + x3 − 1 = 0 3x1 + x2 − x3 + 13 = 0 , d2 :  x1 − 2x2 + 3 = 0 x2 + 2x3 − 8 = 0 ; b) d1 :  2x1 + 3x2 = 0 x1 + x3 − 8 = 0 , d2 :  x3 − 4 = 0 2x1 + 3x3 − 7 = 0 ; c) d1 :  x1 + x2 + x3 − 1 = 0 x2 + 4x3 = 0 , d2 :  2x1 + 3x2 + 6x3 − 6 = 0 3x1 + 4x2 + 7x3 = 0 Solu¸ti e a) A1(0,−12, 1) ∈ d1, A2(−3, 0, 4) ∈ d2 ¸si d1, d2 au vectorii directori, respectiv, a¯1(−1, 4, 1), a¯2(4, 2,−1) Deoarece  −1 4 3 4 2 12 1 −1 3  = 0, d1 ¸si d2 sunt coplanare Planul determinat de ele are ecua¸tia  x1 + 3 −1 4 x2 4 2 x3 − 4 1 −1  = 0, adica˘ −2x1 + 18 + x2 − 6x3 = 0 34 SEMINARUL 4 SUBSPAT¸ II AFINE 4 2 Exerci¸tii propuse E 4 7 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A5, ˆıntr-un reper cartezian, se considera˘ subspa¸t iile afifine α :   x2 − x4 − 2 = 0 x5 − x4 − 1 = 0 x1 + x2 − x3 + 3 = 0 , β :  x1 − x2 + 3 = 0 x2 + x3 + x4 − 2x5 = 0 Sa˘a se determine intersec¸tia ¸si suma geometric˘a a subspa¸tiilor afifine α ¸si β E 4 8 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A4, ˆıntr-un reper cartezian, se dau dreapta d :  x1 = x2 = 3x3 x3 = x4 , planul π :  3x1 − 2x2 + x4 + 1 = 0 x2 + x3 = 0 ¸si punctul P (1, 0,−1, 1) a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile acoperii afifine a mul¸t imii π ∪ {P } b) Sa˘ se scrie ecua¸t ia hiperplanului care trece prin π ¸si este paralel cu dreapta d c) Sa˘ se scrie ecua¸t iile planului care trece prin punctul P ¸si este paralel cu π d) Sa˘a se scrie ecua¸ti ile unui plan π1 astfel ˆıncaˆ t π∩π1 = {B(1, 1,−1,−2)} E 4 9 Iˆn spa¸t iul afifin punctual A3, ˆıntr-un reper cartezian, se dau dreptele d1 :  x1 + x2 = 0 x1 − x2 + x3 + 4 = 0 , d2 :  x1 + 3x2 − 1 = 0 x2 + x3 − 2 = 0 , punctul M (2, 3, 1) ¸si vectorul v¯(−1, 0, 2) 4 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 35 a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile dreptei care intersecteaza˘ dreptele d1, d2 ¸si trece prin punctul M b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile dreptei care intersecteaz˘a dreptele d1, d2 ¸si este paralela˘ cu vectorul v¯ 36 SEMINARUL 4 SUBSPAT¸ II AFINE Seminarul 5 Tranform˘ari afifine 5 1 Exerci¸tii rezolvate E 5 1 Fie V un spa¸t iu vectorial real de dimensiune fifinit˘a dotat cu structur ˘a afifina˘ ϕ : V × V → V, ϕ(¯xx, y¯) = y¯ − x¯, (∀) x¯,y¯ ∈ V Sa˘ se arate c˘a daca˘ τ : V → V este o aplica¸t ie liniar˘a atunci τ este o aplica¸t ie afifin˘ a Solu¸ti e Deoarece τ este aplica¸tie liniara˘ arezult˘a ca˘ τ (αx¯ + β y¯) = ατ (x¯) + βτ (y¯), pentru orice x¯, y¯ ∈ A, α,β ∈ R, ˆın particular pentru α, β ∈ R, cu α + β = 1, deci τ este o aplica¸tie afifin˘a E 5 2 Iˆn spa¸t iul afifin real (A,V,ϕ) de dimensiune n, se consider˘a reperul cartezian R = (O, B = {e¯1, , e¯n}) , hiperplanul π : a1x1 + + anxn + a0 = 0 ¸si dreapta d astfel ˆıncˆa t d ∦ π 37 38 SEMINARUL 5 TRANFORMA ˘ RI AFINE 1 Sa˘a se scrie ecua¸t iile proiec¸t iei τ : A → A a spa¸t iului afifin A pe hiperplanul π, ˆın direc¸t ia dreptei d 2 Sa˘a se scrie ecua¸t iile simetriei sτ : A → A a spa¸t iului afifin A fa¸ta˘ de hiperplanul π, ˆın direct¸ tia dreptei d Solu¸ti e a) Fie v¯ = n i=1 vie¯i, vectorul director al dreptei d Condi¸tia d ∦ π implic˘a n i=1 viai = 0 Pentru M ∈ A, OM = n i=1 xie¯i, nota˘am M  = τ (M ), OM  = n i=1 yie¯i Punctul M  ete determinat de condi¸tiile (i) M  ∈ π ¸si (ii) vectorii v¯, MM  sunt liniar dependen¸ti, adica˘ aexist˘ at ∈ R, t = 0, astfel ˆınct MM  = tv¯ Exprimˆand ˆın ecuat¸ii cele doua˘ acondi¸tii rezult˘ a y j = x j + tv j , j = 1, n, n i=1 yiai + a0 = 0 (5 1) Prin eliminarea parametrului real t din (5 8) se ob¸tin ecua¸tiile proiec¸tiei τ ˆın reperul R :   y j = x j − n i=1 xiai + a0 n i=1 viai v j , j = 1, n (5 2) b) Simetria fa¸ta˘ de hiperplanul π ˆın direct¸ia v¯ este aplica¸tia sτ , definit˘ a prin sτ (M ) = 2τ (M ) − M, pentru orice M ∈ A A ˆ ˆIn consecin¸ta˘, ecua¸tiile simetriei sunt   y j = x j − 2 n i=1 xiai + a0 n i=1 viai v j , j = 1, n (5 3) 5 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 39 ˆˆIIn cazul particular n = 3, ecua¸tiile proiec¸tiei spa¸tiului afifin A3 pe planul π : a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 = 0 ˆın direct¸ia v¯ = v1 e¯1 + v2 e¯2 + v3 ¯e3, sunt   y1 = x1 − a 1 x 1 + a 2 x 2 + a 3 x 3 + a 0 a1v1 + a2v2 + a3v3 vi, y2 = x2 − a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 a1v1 + a2v2 + a3v3 v2, y3 = x3 − a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 a1v1 + a2v2 + a3v3 v3, (5 4) iar ecua¸tiile simetriei fa¸ta˘ de planul π, ˆın direct¸ia v¯, sunt   y1 = x1 − 2 a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 a1v1 + a2v2 + a3v3 vi, y2 = x2 − 2 a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 a1v1 + a2v2 + a3v3 v2, y3 = x3 − 2 a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 a 1 v 1 + a 2 v 2 + a 3 v 3 v3 (5 5) Daca˘ n = 2, ecua¸tiile proiec¸tiei spa¸tiului afifin A2 pe dreapta π : a1x1 + a2x2 + a0 = 0 ˆın direc¸tia v¯ = v1 e¯1 + v2 e¯2, sunt   y1 = x1 − a1x1 + a2x2 + a0 a1v1 + a2v2 vi, y2 = x2 − a1x1 + a2x2 + a0 a1v1 + a2v2 v2, (5 6) iar ecua¸tiile simetriei fa¸ta˘ de dreapta π, ˆın direct¸ia v¯, sunt   y1 = x1 − 2 a1x1 + a2x2 + a0 a1v1 + a2v2 vi, y2 = x2 − 2 a1x1 + a2x2 + a0 a1v1 + a2v2 v2 (5 7) E 5 3 Iˆn spa¸t iul afifin real (A3, V3 ,ϕ) se consider˘a reperul cartezian R = (O, B = {e¯1, e¯2, e¯3}) , planul π : a1x1 + a2x2 + a3x3 + a0 = 0 ¸si dreapta d care trece prin punctul P (r¯0) ¸si are vectorul director ¯v, astfel ˆıncˆa t d ∦ π 40 SEMINARUL 5 TRANFORMA ˘ RI AFINE a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile proiec¸t iei τ : A → A a spa¸t iului afifin A pe dreapta d, paralela˘a cu planul π b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile simetriei sτ : A → A a spa¸t iului afifin A fa¸ta˘ de dreapta d, paralela˘a cu planul π Solu¸ti e a) Fie v¯ = v1 e¯1 + v2 e¯2 + v3 e¯3, vectorul director al dreptei d Condi¸tia d ∦ π implic˘a v1a1 + v2a2 + v3a3 = 0 Pentru M ∈ A, OM = x1 ¯e1 + x2 ¯e2 + x3 e¯3, nota˘am M  = τ (M ), OM  = y1 ¯e1 + y2 ¯e2 + y3 ¯e3 Punctul M  este determinat de condi¸tiile (i) M  ∈ d ¸si (ii) dreapta MM  este paralela˘a cu planul π Exprimˆand ˆın ecuat¸ii cele dou˘a condi¸tii rezult˘a  y j = x j 0 + tv j , j = 1, 3, (y1 − x1) a1 + (y2 − x2) a2 + (y3 − x3) a3 = 0 (5 8) Prin eliminarea parametrului real t din (5 8) se ob¸tin ecua¸tiile proiec¸tiei τ ˆın reperul R :   y j = x j 0 + 3 i=1 (xi − xi 0) ai v1a1 + v2a2 + v3a3 v j , j = 1, 3 (5 9) b) Conform E ??, simetria fa¸ta˘ de dreapta d, paralela˘a cu planul π este aplica¸tia sτ , defifinita˘a prin sτ (M ) = 2τ (M )−M, pentru orice M ∈ A ˆˆIn consecint ¸˘ a, ecuat ¸iile simetriei sunt   y j = 2x j 0 − x j + 2 3 i=1 (xi − xi 0) ai v1a1 + v2a2 + v3a3 v j , j = 1, n (5 10) 5 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 41 E 5 4 Iˆn spa¸t iul afifin real (A3, V3 , ϕ) se consider˘a un reper cartezian R = (O; e¯1, e¯2, e¯3) ¸si punctul O(2,−1, 3) a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile simetriei S spa¸t iului afifin A 3 fa¸ta˘a de punctul O b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile omotetiei Oα,O de centru O ¸si coefificient α = 3 c) Sa˘ se determine imaginea punctului P (1, 0, 3) prin transform˘a rile afifine defifinite la a) ¸si, respectiv, b) d) Sa˘a se determine imaginea dreptei d : x1−2 2 = x2 3 = x3+1 −1 prin transforma ˘r ile afifine defifinite la a) ¸si, respectiv, b) e) Sa˘ se determine imaginea planului π : x1 + 2x2 − x3 − 1 = 0 prin transforma˘arile afifine defifinite la a) ¸si, respectiv, b) Solu¸ti e a) Ecua¸tiile simetriei S sunt   y1 − 2 = −(x1 − 2) y2 + 1 = −(x2 + 1) y3 − 3 = −(x3 − 3) a) Ecua¸tiile omotetiei Oα,O sunt   y1 − 2 = 3(x1 − 2) y2 + 1 = 3(x2 + 1) y3 − 3 = 3(x3 − 3) c) Dreapta S (d) are ecua¸tiile d : 2 − (x1 − 2) − 2 2 = −1 − (x2 + 1) 3 = 3 − (x3 − 3) + 1 −1 , 42 SEMINARUL 5 TRANFORMA ˘ RI AFINE iar ecua¸tiile dreaptei Oα,O(d) sunt d : 2 + 1 3 (x1 − 2) − 2 2 = −1 + 1 3 (x2 + 1) 3 = 3 + 1 3 (x3 − 3) + 1 −1 d) Planul S (π) are ecua¸tia 2 − (x1 − 2) + 2 −1 − (x2 + 1)− 3 − (x3 − 3)− 1 = 0 adica˘ x1 + 2x2 − x3 + 7 = 0, iar planul Oα,O (π) are ecua¸tia 2 + 1 3 (x1 − 2) + 2−1 + 1 3 (x2 + 1)− 3 + 1 3 (x3 − 3)− 1 = 0, adica˘ x1 + 2x2 − x3 − 9 = 0 E 5 5 Sa˘ se arate c˘a aplica¸t ia ϕ : A3 → A3, data˘a ˆıntr-un reper cartezian prin ecua¸t iile   y1 = −x1 + x2 − 3x3 − 6 y2 = x1 + 1 2 x2 + 3 2 x3 + 3 y3 = x1 − 1 2 x2 + 5 2 x3 + 3 este o proiec¸t ie a lui A3 Sa˘ ase determine subspa¸t iul afifin de proiec¸ti e ¸si direc¸t ia de proiec¸t ie Solu¸ti e Prin calcul direct se arat˘a c˘a ϕ◦ϕ = ϕ, deci ϕ este o proiec¸tie Conform E ??, subspa¸tiul afifin de proiec¸tie este mul¸timea punctelor fifixe ale lui ϕ Rezolvaˆand sistemul   x1 = −x1 + x2 − 3x3 − 6 x2 = x1 + 1 2 x2 + 3 2 x3 + 3 x3 = x1 − 1 2 x2 + 5 2 x3 + 3 , 5 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 43 se ob¸tine ca˘ asubspa¸tiul de proiec¸tie este planul π : −2x1 + x2 − 3x3 − 6 = 0 Direc¸tia de proiec¸tie este ker T, unde T este operatorul liniar asociat lui ϕ, operator defifinit de ecua¸tiile   y1 = −x1 + x2 − 3x3 y2 = x1 + 1 2 x2 + 3 2 x3 y3 = x1 − 1 2 x2 + 5 2 x3 Rezolvaˆnd sistemul   0 = −x1 + x2 − 3x3 0 = x1 + 1 2 x2 + 3 2 x3 0 = x 1 − 1 2 x 2 + 5 2 x 3 , se ob¸tine ca˘ aker T = L ({v¯}) , unde v¯ (−2, 1, 1) E 5 6 Sa˘ se arate ca˘ adaca˘a o transformare afifin˘ aϕ a spa¸t iului afifin real A are doua˘ puncte fifixe, distincte, atunci ea are o infifinitate de puncte fifixe Solu¸ti e Fie A ¸si B ∈ A,A = B, doua˘a puncte fifixe pentru ϕ Fie C un punct arbitrar pe dreapta AB ¸si fifie (AB | C ) = k, raportul simplu al punctelor coliniare A, B, C Deoarece raportul simplu este un invariant afifin, rezult˘a (ϕ(A)ϕ(B) | ϕ(C )) = (AB | ϕ(C )) = k Din unicitatea punctului care ˆımparte un segment ˆıntr-un raport dat deducem ϕ(C ) = C ˆ ˆIn concluzie, τ 1(C ) = τ 2(C ), pentru orice C ∈ AB AB 44 SEMINARUL 5 TRANFORMA ˘ RI AFINE E 5 7 Sa˘ se arate ca˘a, daca˘a o transformare afifin˘ aϕ : E2 → E2 are un unic punct fifix C , atunci orice dreapt˘a invariant˘a ˆın raport cu ϕ trece prin C Solu¸ti e Preupunem prin absurd c˘a C ∈/ d Atunci putem alege un reper cartezian cu originea C ¸si axa Cx paralela˘a cu dreapta d Punctul C (0, 0) fifiind fifix pentru transformarea ϕ, ecua¸tiile lui ϕ sunt  x = a11x + a12y y = a21x + a22y ˆˆIIn plus, punctul fifix este unic Atunci   a11 − 1 a12 a21 a22 − 1   = 0 (5 11) Fie y = a, a = 0, ecua¸tia dreptei d ˆın reperul ales T¸ inˆand seama c˘a dreapta d este invariant˘a ˆın raport cu ϕ avem ϕ(M ) = M  (x, a) ∈ d, oricare ar fifi M (x, a) ∈ d Deci a = a21x + a22a, oricare ar fifi x ∈ R Obt¸inem a21 = 0, a22 = 1, ceea ce contrazice (??) 5 2 Exerci¸tii propuse E 5 8 Iˆn spa¸t iul afifin real (A3, V3 , ϕ) , ˆın reperul cartezian R = (O, B = {e¯1, e¯2, e¯3}) se considera˘a vectorul v¯(−2, 1, 1) ¸si planul π : 2x1 − x2 + 3x3 + 6 = 0 5 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 45 a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile proiec¸t iei τ : A3 → A3 a spa¸t iului afifin A3 pe planul π, paralel cu v¯ b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile simetriei sτ : A 3 → A 3 a spa¸t iului afifin A 3 fa¸ta˘ de planul π paralel d E 5 9 Sa˘ se arate c˘a aplica¸t ia ϕ : A3 → A3, data˘a ˆıntr-un reper cartezian prin ecua¸t iile   y1 = 1 3 x1 − 2 3 x2 + 2 3 y2 = −4 3 x1 − 1 3 x2 + 4 3 y3 = −x3 este simetria lui A3 fa¸t a˘ de un subspa¸t iu al s˘a u Sa˘ se determine acest subspa¸t iu afifin ¸si direc¸t ia de simetrie E 5 10 Sa˘ ase arate c˘a, dac˘a o transformare afifin˘a ϕ : A3 → A3 are un unic punct fifix C , atunci orice dreapta˘ invariant˘a ˆın raport cu ϕ trece prin C ¸si orice plan invariant ˆın raport cu ϕ trece prin punctul C E 5 11 Fie (A,V,ϕ) un spa¸t iu afifin real, de dimensiune fifinit˘a n, C ∈ A, v¯ ∈ V ¸si α ∈ R, α = 0 Se noteaza˘ cu Oα,C omotetia de centru C ¸si coefificient α, iar cu tv¯ transla¸t ia de vector v¯ S˘a se precizeze semnififica¸t ia geometric˘a a aplica¸t iei Oα,C ◦ t¯v ◦ (Oα,C )−1 E 5 12 Fie (A,V,ϕ) un spa¸t iu afifin real, de dimensiune fifinit˘a n, C ∈ A, v¯ ∈ V ¸si α ∈ R, α = 1 Se noteaza˘ cu Oα,C omotetia de centru C ¸si coefificient α, iar cu tv¯ transla¸t ia de vector v¯ S˘a se arate ca˘ Oα,C ◦ tv¯ este 46 SEMINARUL 5 TRANFORMA ˘ RI AFINE o omotetie de centru C 1 ¸si coefificient α, unde punctul C1 este determinat de rela¸t ia CC 1 = α 1 − α v¯ E 5 13 Fie (A,V,ϕ) un spa¸t iu afifin real, de dimensiune fifinit˘a n, ¸si ϕ1,ϕ2 doua˘ omotetii de centre C1 ,C 2 respectiv Daca˘ ϕ1 ◦ ϕ2 este o omotetie de centru C3 atunci punctele C 1 ,C 2,C 3 sunt coliniare Seminarul 6 Tranform˘ari afifine 6 1 Exerci¸tii rezolvate E 6 1 Sa˘ se determine semnififica¸t ia geometric˘a a transform˘a rii afifine τ a spa¸t iului euclidian E 3 care transforma˘ vˆar furile tetraedrului ABCD ˆın centrele de greutate ale fe¸t elor opuse, respectiv Solu¸ti e Alegem reperul cartezian R = {A;AB,AC,AD} Coordonatele punctelor date ˆın acest reper sunt A(0, 0, 0), B(1, 0, 0), C (0, 1, 0), D(0, 0, 1) Nota˘am cu A, B, C , D respectiv centrele de greutate ale triunghiurilor [BCD], [CDA], [DAB], [ABC ] Coordonatele acestor puncte ˆın reperul R sunt A(1 3 , 1 3 , 1 3 ), B(0, 1 3 , 1 3 ), C (1 3 , 0, 1 3 ), D(1 3 , 1 3 , 0) T¸ inaˆand seama de ipoteza τ (A) = A, τ (B) = B, τ (C ) = C , τ (D) = D, obt¸inem 47 48 SEMINARUL 6 TRANFORMA ˘ RI AFINE ecua¸tiile transforma˘arii τ   y1 = −1 3 x1 + 1 3 y2 = − 1 3 x2 + 1 3 y3 = 1 3 x3 + 1 3 Punctul fifix este G(1 4 , 1 4 , 1 4 ), adica˘a centrul de greutate al sistemului {A,B,C,D} Transformarea afifin˘a τ este omotetia de centru G ¸si coefificient k = −1 3 E 6 2 Sa˘ se determine punctele fifixe, dreptele invariante ¸si planele invariante ale transforma˘r ilor afifine ϕ : A3 → A3 ale spa¸t iului afifin A3 date, ˆıntr-un reper cartezian R = (O; e¯1, e¯2, e¯3}, prin ecua¸t iile:  x = 2x + y + 1 y = 2y + z + 2 z  = 2z + 3 Solu¸t ie a) Punctele fifixe se ob¸tin rezolvaˆand sistemul   x = 2x + y + 1 y = 2y + z + 2 z = 2z + 3 Rezulta˘ c˘a ϕ admite unicul punct fifix C (−2, 1,−3) Matricea operatorului liniar asociat transform˘arii ϕ, ˆın raport cu baza {¯e1, ¯e2, ¯e3}, este A =   2 1 0 0 2 1 0 0 2   6 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 49 Valorile proprii ale matricei A sunt λ1 = λ2 = λ3 = 2 Atunci ϕ are o unica˘ direc¸tie invarianta˘ adata˘ ade vectorul a¯ = e¯1 Tranformarea ϕ are unica˘ dreapt˘a invariant˘a d, care trece prin punctul fifix C ¸si are vectorul director a¯ Ecua¸tiile dreptei invariante sunt: d :  y − 1 = 0 z + 3 = 0 Fie π : a1x + a2y + a3z + a4 = 0 un plan invariant ˆın raport cu ϕ Planul ϕ(π) are ecua¸tia a1(2x + y + 1) + a2(2y + z + 2) + a3(2z + 3) + a4 = 0, sau ϕ(π) : 2a1x + (a1 + 2a2)y + (a2 + 2a3)z + a1 + 2a2 + 3a3 + a4 = 0 Condi¸tia ϕ(π) = π implic˘a 2a1 a1 = a1 + 2a2 a2 = a2 + 2a3 a3 = a1 + 2a2 + 3a3 + a4 a4 , de unde se ob¸tine a1 = 0, a2 = 0, a3 = α, α = 0, a4 = 3α, iar planul invariant ˆın raport cu ϕ are ecua¸tia π : z + 3 = 0 E 6 3 Iˆn planul afifin (A2, V2 ), se considera˘a reperul cartezian R = {O, e¯1, e¯2} Sa˘a se determine ecua¸t iile transforma˘ arii afifine ϕ : A2 → A2, care duce punctul A(1, 2) ˆın punctul A (3, 5) , vectorul u¯(2, 1) ˆın u¯ (1,−2) ¸si ¯v (1,−1) ˆın v¯ (2, 5) 50 SEMINARUL 6 TRANFORMA ˘ RI AFINE Solu¸t ie Fie T : V 2 → V 2 operatorul liniar asociat transform˘arii afifine ϕ Din T (¯uu) = u¯; T (v¯) = v¯, rezult˘a  T (2e¯e1 + e¯2) = e¯1 − 2e¯2 T (¯ee1 − e¯2) = 2e¯1 + 5e¯2 , deci T (e¯1) = e¯1 + e¯2, T (¯e2) = −e¯1 − 4e¯2 Ecua¸tiile lui ϕ ˆın reperul considerat sunt  y1 = x1 + 2x2 + a1 y2 = −2x1 + 5x2 + a2 Condi¸tia ϕ(A) = A implic˘a a1 − 2, a2 = −3 E 6 4 Iˆn planul afifin A2, se considera˘a reperul cartezian R = {O, e¯1, e¯2} Sa˘a se determine ecua¸t iile transforma˘ arii afifine ϕ : A 2 → A 2, care duce punctele A(1, 0), B (2,−1) , C (1, 2) ˆın punctele A (2, 1) , B (3, 2) , C  (1, 4) respectiv Solu¸ti e Ecua¸tiile lui ϕ sunt de forma  x = a11x + a12y + a1 y = a21x + a22y + a2 Din condi¸tiile ϕ(A) = A, ϕ(B) = B, ϕ(C ) = C  se ob¸tine a11 = 1 2 , a12 = −1 2 , a21 = 5 2 , a22 = 3 2 , a1 = 3 2 , a2 − 3 2 E 6 5 Iˆn planul afifin (A2, V2 ) se consider˘a punctele afifin independente A, B, C ¸si transformarea afifin˘a τ : A2 → A2 cu proprietatea ca˘ τ (A) = B, τ (B) = A, τ (C ) = C S˘a se determine punctele fifixe, direc¸t iile invariante ¸si sa˘ se interpreteze geometric transformarea τ 6 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 51 Solut ¸ie Alegem reperul cartezian R = {C ;CA,CB CB} ˆ ˆIIn acest reper, coordonatele punctelor date sunt A(1, 0), B(0, 1), C (0, 0) T¸ inˆand seama de ipoteza˘a ob¸tinem ecua¸tiile transforma˘arii  y1 = x2 y2 = x1 Punctele fifixe sunt P (α, α), α ∈ R, adica˘a punctele dreptei CD, unde D este mijlocul segmentului [AB] Matricea transforma˘arii τ este M =  0 1 1 0  Atunci valorile proprii ale operatorului liniar asociat lui τ sunt λ1 = 1, λ2 = −1, iar vectorii proprii corespunz˘atori sunt a¯1(1, 1), a¯2(1,−1) Transformarea admite dou˘a direct¸ii invariante: direc¸tia dreptei CD ¸si direct¸ia dreptei AB Astfel, transformarea τ este simetria planului A2 fa¸ta˘ de dreapta x1 = x2, adica˘a fa¸ta˘ de dreapta CD, ˆın direc¸tia dreptei AB E 6 6 Se consider˘a transformarea afifin˘a ϕ : A2 → A2, care ˆın raport cu reperul cartezian R = (O, {e1, e2}) are ecua¸t iile  x = x + 2y y = 4x + 3y Se cere: a) sa˘ se determine punctele fifixe ¸si dreptele invariante ˆın raport cu ϕ; 52 SEMINARUL 6 TRANFORMA ˘ RI AFINE b) sa˘ se scrie ecua¸t iile transforma˘ arii ϕ ˆın reperul cartezian raportat la dreptele invariante Solu¸ti e a) Punctele fifixe se ob¸tin rezolvaˆand sistemul  x = x + 2y y = 4x + 3y Rezulta˘ ca˘a tranformarea ϕ admite unicul punct fifix O(0, 0) Matricea operatorului liniar asociat transform˘arii ϕ, ˆın raport cu baza {e1, e2}, este A =  1 2 4 3  Valorile proprii ale matricei A sunt λ1 = −1, λ2 = 5 Atunci direc¸tiile invariante ˆın raport cu ϕ sunt date de vectorii a¯1 = 2e¯1 + e¯2 ¸si a¯2 = e¯1 − ¯e2 Tranformarea ϕ are dou˘a drepte invariante d1 ¸si d2, care trec prin punctul fifix O ¸si au vectorii directori a¯1 ¸si, respectiv, a¯2 Ecua¸tiile dreptelor invariante sunt: d1 : x 2 = y 1 , d2 : x 1 = y −1 b) ˆˆIIn reperul cartezian R = (O; a¯1, a¯2), punctul O este punct fifix pentru ϕ matricea operatorului liniar asociat lui ϕ are forma diagonal˘a canonica˘  − 1 0 0 5 , deci ecua¸tiile transforma˘arii ϕ sunt:  X  = −X Y  = 5Y 6 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 53 E 6 7 Iˆn planul planul A2, raportat la reperul cartezian R = {O, e¯1, e¯2}, se considera˘a dreptele d1 : x + y − 1 = 0, d2 : x − 3y + 1 = 0 Sa˘ se scrie ecua¸t iile transforma˘a rii afifine ϕ : A2 → A2, ˆın raport cu R, ¸stiind ca˘ dreptele d1, d2 sunt invariante ˆın raport cu ϕ, iar ϕ(O) = O(1,−1) Solu¸ti a 1 Ecua¸tiile lui ϕ sunt de forma  x = a11x + a12y + a1 y = a21x + a22y + a2 Deoarece ϕ(O) = O, ob¸tinem a1 = 1, a2 = −1 T¸ inaˆand seama c˘a dreptele d1, d2 sunt invariante ˆın raport cu ϕ, oricare ar fifi M (α, 1 − α) ∈ d1 ¸si N (3β − 1, β ) ∈ d2 avem: ϕ(M ) = M (a11α + a12(1 − α) + 1, a21α + a22(1 − α) − 1) ∈ d1 ¸si ϕ(N ) = N (a11(3β − 1) + a12β + 1, a21(3β − 1) + a22β − 1) ∈ d2 Rezulta˘ (a11 − a12 + a21 − a22)α + a12 + a22 − 1 = 0, oricare ar fifi α ∈ R ¸si (3a11 + a12 − 9a21 − 3a22)β − a11 + 3a21 + 5 = 0, oricare ar fifi β ∈ R Deducem   a11 − a12 + a21 − a22 = 0 a12 + a22 = 1 3a11 + a12 − 9a21 − 3a22 = 0 −a11 + 3a21 = −5 54 SEMINARUL 6 TRANFORMA ˘ RI AFINE de unde ga˘asim a11 = 2, a12 = −3, a21 = −1, a22 = 4 Astfel, ecua¸tiile transforma˘rii ϕ sunt:  x = 2x − 3y + 1 y = −x + 4y − 1 6 2 Exerci¸tii propuse E 6 8 Sa˘ se determine punctele fifixe, dreptele invariante ¸si planele invariante ale transforma˘r ilor afifine ϕ : A3 → A3 ale spa¸t iului afifin A3 date, ˆıntr-un reper cartezian R = (O; e¯1, e¯2, e¯3}, prin ecua¸t iile: a)   x = 3x − 4y + 6 y = 4x + 3y − 8 z  = −2z + 9 ; b)   x = x + z + 1 y = y + 2z + 2 z  = y − 1 E 6 9 Iˆn planul afifin A2, se considera˘a reperul cartezian R = {O, e¯1, e¯2} Sa˘a se determine ecua¸t iile transforma˘ arii afifine ϕ : A2 → A2, care duce punctul A(1,−1) ˆın punctul A (2, 1) , vectorul u¯(−1, 2) ˆın u¯ (−2, 6) ¸si v¯ (2, 1) ˆın v¯(4,−2) Sa˘ se determine punctele fifixe ¸si direc¸t iile invariante ale transforma˘arii ϕ E 6 10 Iˆn spa¸ti ul afifin A2 se considera˘ trei puncte afifin independente A,B,C a) sa˘a se determine punctele fifixe ¸si dreptele invariante ale transform˘a rii afifine τ : A2 → A2, care duce punctele A,B,C ˆın punctele B,C,A respectiv 6 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 55 b) sa˘ se determine semnififica¸ti a geometrica˘ a transform˘arii afifine ϕ care transforma˘ vaˆr furile triunghiului ABC ˆın mijloacele laturilor opuse, respectiv E 6 11 Se consider˘a transformarea afifina˘ aϕ : A2 → A2, care ˆın raport cu reperul cartezian R = (O, {e1, e2})(= Oxy) are ecua¸t iile  x = 2x + 3y y = x + 4y Se cere: a) sa˘ se determine punctele fifixe ¸si dreptele invariante ˆın raport cu ϕ; b) sa˘ se arate ca˘ exista˘ o dreapt˘a d ˆın plan astfel ˆıncaˆa t oricare ar fifi M ∈ E 2, MM d, unde M  = ϕ(M ) E 6 12 Sa˘ se determine punctele fifixe ¸si dreptele invariante ale transforma ˘r ii afifine ϕ : A2 → A2, data˘ ˆıntr-un reper cartezian R = (O, {e1, e2}) prin ecua¸t iile a)  x = 7x − y + 1 y = 4x + 2y + 4 ; b)  x = 13 5 x + 4 5 y − 8 5 y = 4 5 x + 7 5 y − 4 5 56 SEMINARUL 6 TRANFORMA ˘ RI AFINE Seminarul 7 Spa¸tii euclidiene punctuale 7 1 Exerci¸tii rezolvate E 7 1 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3, ˆın reperul cartezian ortonormat R = Ox1x2x3, se considera˘ punctele A(1, 0, 1) , B (2, 1,−1) , C (1, α, 3) a) Sa˘a se determine α astfel ˆıncˆa t punctele A,B,C ¸si O s˘a fifie coplanare b) Pentru α = 2, sa˘ se calculeze aria triunghiului ABC ¸si volumul tetraedrului OABC Solu¸ti e a) Condi¸tia de coplanaritatea a punctelor A,B,C,O este ca vectorii OA, OB, OC sa˘a fifie liniar dependen¸ti, deci ca  1 2 1 0 1 α 1 −1 3  = 0 57 58 SEMINARUL 7 SPAT¸ II EUCLIDIENE PUNCTUALE Rezulta˘ c˘a α = 2 3 b) Aria(ABC ) = 1 2 AB ×AC  Avem AB (1, 1,−2) , AC (0, 2, 2) ¸si AB × AC =  ¯e1 ¯e2 ¯e3 1 1 −2 0 2 2  = 6e¯1 − 2e¯2 + 2e¯3, de unde rezulta˘a Aria(ABC ) = 22 Volumul tetraedrului ABCD este V ol (ABCD) = 1 6  1 2 1 0 1 2 3 1 −1 3  = 2 3 E 7 2 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O, e¯1, e¯2, e¯3), se consider˘a dreapta d :  2x1 + x2 − x3 − 1 = 0 x1 − x2 + 1 = 0 ¸si punctul A(2, 1,−1) Se cere: a) Sa˘a se calculeze distan¸t a de la punctul A la dreapta d b) Sa˘ se determine coordonatele proiec¸t iei ortogonale a punctului A pe dreapta d c) Sa˘ se scrie ecua¸t iile perpendicularei dus˘a din A pe dreapta d Solu¸tie Ecua¸tiile parametrice ale dreptei d se scriu d :   x1 = t x2 = t + 1 x3 = 3t , t ∈ R 7 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 59 Dreapta d trece prin punctul P (0, 1, 0) ¸si are vectorul director v¯ (1, 1, 3) a) Avem v¯ × AP =  ¯e1 ¯e2 ¯e3 1 1 3 −2 0 1  = e¯1 − 72¯e2 + 2e¯3, deci ρ (A, d) = v¯ × AP v¯  = √ 54 √ 11 b) Fie M proiec¸tia ortogonala˘ aa punctului A pe dreapta d Atunci M (t, t + 1, 3t) ¸si AM ⊥d, de unde rezult˘a c˘a = 0, adic˘a t − 2 + t + 3(3t + 1) = 0 Se ob¸tine t = − 1 11 ¸si M  − 1 11 , 10 11 , − 3 11  c) Dreapta ceruta˘ este AM : x1 − 2 −23 = x2 − 1 −1 = x3 + 1 8 E 7 3 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O, e¯1, e¯2, e¯3), se consider˘a planul π : 2x1 +x2 −x3 −1 = 0 ¸si punctul A(2,−1, 1) ¸si punctul Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile perpendicularei dus˘a din A pe planul π b) Sa˘ se determine coordonatele proiec¸t iei ortogonale A a punctului A pe planul π ¸si coordonatele punctului A, simetricul lui A fa¸t a˘ de planul π c) Sa˘ se calculeze distan¸t a de la punctul A la planul π 60 SEMINARUL 7 SPAT¸ II EUCLIDIENE PUNCTUALE Solu¸tie a) Vectorul ¯n(2, 1,−1) este un vector normal pentru planul π Dreapta cerut˘a d trece prin punctulA ¸si are vectorul director n¯, deci are ecua¸tiile d : x1 − 2 2 = x2 + 1 1 = x3 − 1 −1 b) Punctul A este intersec¸tia dintre planul π ¸si dreapta d, deci coordonatele ale sunt solu¸tiile sistemului  2x1 + x2 − x3 − 1 = 0 x1−2 2 = x2+1 1 = x3−1 −1 Se ob¸tine A 4 3 , −4 3 , 4 3  Deoarece A = 2A − A, rezult˘a A 2 3 , −5 3 , 5 3  c) Aplicaˆand formula distan¸tei de la un punct la un plan se obt¸tine: ρ (A, π) = |2 · 2 − 1 − 1 − 1| ¯n = 1 √ 6 E 7 4 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3, ˆıntr-un reper cartezian ortonormat, se considera˘a dreptele d1 :  x1 + 2x2 − 3x3 + 1 = 0 2x1 − 3x2 + x3 − 4 = 0 , d2 :  x1 + x2 + x3 − 9 = 0 2x1 − x2 − x3 = 0 ¸si planul π : x1 − x2 + 2x3 − 9 = 0 a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile perpendicularei comune a dreptelor d1, d2 b) Sa˘ se calculeze distan¸t a dintre dreptele d1 ¸si d2 7 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 61 c) Sa˘ se scrie ecua¸t iile proiec¸t iei dreptei d1 pe planul π Solu¸tie Dreapta d1 trece prin punctul A  11 7 , 0, 6 7  ¸si are vectorul director a¯ (1, 1, 1) , iar dreata d2 trece prin punctul B (3, 0, 6) ¸si are vectorul director ¯b (0, 1,−1) a) Vectorii a¯, ¯b, AB sunt liniar independen¸ti, ˆıntrucˆat  1 0 10 7 1 1 0 1 −1 36 7  = 16 7 =  0 0, deci exista˘a o unic˘a perpendiculara˘ comun˘ ad a dreptelor d1, d2 Vectorul director al dreptei d este ¯a × ¯¯bb =  1 0 e¯1 1 1 e¯2 1 −1 e¯3  = e¯3 + e¯2 − 2e¯1 Dreapta d este intersec¸tia planelor π1 :   x1 − 11 7 1 −2 x2 1 1 x3 − 6 7 1 1   = 0, ¸si π2 :  x1 − 3 0 −2 x2 1 1 x3 − 6 −1 1  = 0 62 SEMINARUL 7 SPAT¸ II EUCLIDIENE PUNCTUALE Rezulta˘ c˘a d :  −x2 + x3 − 6 7 = 0 x1 + x2 + x3 − 9 = 0 b) Aplicaˆand formula distan¸tei dintre dou˘a drepte necoplanare, deducem ρ (d1, d2) = ¯a, ¯¯bb,AB  ¯a × ¯¯bb =  1 0 10 7 1 1 0 1 −1 36 7  √6 = 16 7√ 6 c) Dreapta prπd1 este intersec¸tia dintre planul π ¸si planul π3, care trece prin dreapta d1 ¸si este perpendicular pe planul π Rezult˘a ca˘ π2 trece prin punctul A ¸si are vectorii directori a¯ ¸si n¯(1, − 1, 2), n¯ fifiind un vector normal pentru planul π Deducem π3 :  x1 − 11 7 1 1 x2 1 −1 x3 − 6 7 1 2  = 0, deci π3 : 3x1 − x2 − 2x3 − 3 = 0, iar dreapta prπd1 are ecua¸tiile: prπd1 :  3x1 − x2 − 2x3 − 3 = 0 x1 − x2 + 2x3 − 9 = 0 7 2 Exerci¸tii propuse E 7 5 Sa˘ se determine planul care trece prin punctul A(1, 2, 3), este perpendicular pe planul π1 : 5x − 2y + 5z − 10 = 0 ¸si face cu planul π2 : x − 4y − 8z + 12 = 0 un unghi de 45◦ 7 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 63 E 7 6 Se considera˘a dreptele d1 :  x − z − 1 = 0 3x + y − z + 13 = 0 , d2 :  x − 2y + 3 = 0 y + 2z − 8 = 0 1 Sa˘a se arate c˘a d1, d2 sunt concurente ¸si sa˘ se determine ecua¸t ia planului determinat de ele 2 sa˘a se scrie ecua¸t iile bisectoarelor unghiurilor formate de d1 ¸si d2 E 7 7 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3, ˆın reperul cartezian ortonormat Oxyz , se consider˘a planele π1 : 2x +y − z + 2 = 0, π2 : x − 3y − 4z = 0, π3 : y + z − 2 = 0 1 Sa˘ se arate c˘a cele trei plane determin˘a o prism˘a 2 Sa˘a se determine axa ¸si raza cilindrului de rota¸t ie circumscris acestei prisme 3 Sa˘a se calculeze aria unei sec¸t iuni ortogonale ˆın prism˘a E 7 8 sa˘ se g˘as easca˘ centrul ¸si raza sferei ˆınscria˘a ˆın tetraedrul determinat de alnele de coordonate ¸si de planul π : 11x − 10y − 2z − 57 = 0 Sa˘ se determine proiec¸t ia axei Oz pe planul π E 7 9 Fie x, y distan¸t ele de la punctul M la doua˘ drete date ¸si α, β, γ constante reale, strict pozitive Sa˘ se g˘as easca˘a locul geometric al punctelor M pentru care αx + βy = γ 64 SEMINARUL 7 SPAT¸ II EUCLIDIENE PUNCTUALE Seminarul 8 Spa¸tii euclidiene punctuale 8 1 Exerci¸tii propuse ˆˆIn spat ¸iul euclidian E 3 se consider˘ a reperul ortonormat R = (O; {e1, e2, e3}) E 8 1 Sa˘ se scrie ecua¸t ia sferei care are centrul ˆın punctul A(1,−1, 2) ¸si este tangent˘a la planul de ecua¸t ie x + y + z = 0 E 8 2 Sa˘ se scrie ecua¸t iile sferelor ce con¸t in cercul γ : z = 0, x2 + y2 = 11, ¸si sunt tangente la planul de ecua¸t ie x + y + z − 5 = 0 E 8 3 Sa˘ se scrie ecua¸t ia sferei S care trece prin punctul A(1, 1, 1) ¸si este tangenta˘ la dreptele d1 : x = y = z, d2 : x−1 1 = y+1 −1 = z−3 1 E 8 4 Se considera˘a sfera S defifinita˘a de ecua¸t ia x2+y2+z 2−2x+4y−4 = 0 Se cere: 65 66 SEMINARUL 8 SPAT¸ II EUCLIDIENE PUNCTUALE a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile planelor tangente la S, care sunt paralele cu planul π : x − y + 2z − 2 = 0 b) Sa˘ se determine centrul ¸si raza cercului S ∩ π E 8 5 Se considera˘ cercul γ : x2 + y2 + z 2 + 2x − 4y + 4z − 40 = 0 2x + 2y − z + 4 = 0 Se cere: a) Sa˘ se determine centrul ¸si raza cercului γ b) Sa˘ se scrie ecua¸t ia sferei care con¸t ine cercul γ ¸si trece prin originea reperului E 8 6 Sa˘ se scrie ecua¸t ia sferei tangent˘a dreptei d1 : x − 1 = y+1 2 = z ˆın punctul A(1,−1, 0) ¸si dreptei d2 : x+1 2 = y −1 = z 2 ˆın punctul B (−1, 0, 2) E 8 7 Sa˘ se scrie ecua¸t ia planului care trece prin punctul A(5, 2, 0) ¸si este tangent la sferele S1 : x2 + y2 + z 2 − 12x − 2y + 2z + 37 = 0 ¸si S2 : x2 + y2 + z 2 − 10x + 8z + 32 = 0 E 8 8 Sa˘ se determine locul geometric al centrelor sferelor care trec prin punctul A(2, 3,−1) ¸si sunt tangente la axa Oz Sa˘ se recunoasc˘ asuprafa¸t a E 8 9 Sa˘ se determine locul geometric al centrelor sferelor are trec printrun punct fifix ¸si sunt tangente la un plan fifix Sa˘ se recunoasc˘a locul geometric Seminarul 9 Izometrii 9 1 Exerci¸tii rezolvate E 9 1 Iˆn planul euclidian E2 , ˆıntr-un reper ortonormat, se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile rota¸t iei planului ˆın jurul punctului C (2,−5), de unghi θ = 5π 6 ; b) sa˘ se scrie ecua¸t iile simetriei ortogonale a planului fa¸ta˘a de dreapta x + y − 2 = 0 Solu¸ti e a) Ecu¸tiile rota¸tiei sunt:  x − 2 = (x − 2)cos 56π − (y + 5) sin 56π y + 5 = (x − 2) sin 5π 6 + (y + 5) cos 5π 6 b) Direc¸tia de proiec¸tie este dat˘a vectorul normal v¯ (1, 1) al dreptei d Aplicaˆand formulele deduse la E 5 2 rezult˘a ca˘a ecua¸tiile simetriei cerute 67 68 SEMINARUL 9 IZOMETRII sunt  x = −y + 2 y = − x + 2 E 9 2 Iˆn planul euclidian E 2, ˆın reperul ortonormat R = (O; e¯1, e¯2) , se considera˘ punctele A(1, 0), B(0, 1) S˘a se determine izometriile ϕ : E2 → E2 ale planului care duc punctele A, O ˆın punctele O, B respectiv Sa˘ se determine elementele geometrice asociate acestor izometrii Solu¸ti e Dac˘a ϕ este o izometrie de tipul I, ecua¸tiile sale sunt de forma  x = x cos θ − y sin θ + a1 y = x sin θ + y cos θ + a2 Din condi¸tia ϕ(A) = O rezult˘a a1 = 0, a2 = 1, iar din condi¸tia ϕ(O) = B se ob¸tine sin θ = −1, cos θ = 0 Ecua¸tiile izometriei se scriu  x = y y = −x + 1 Izometria ϕ este rota¸tia planului de unghi θ = 3π 2 , ˆın jurul punctului fifix C 1 2 , 1 2  Dac˘a ϕ este o izometrie de tipul II, ecua¸tiile sale sunt de forma  x = x cos θ + y sin θ + a1 y = x sin θ − y cos θ + a2 Din condi¸tiile ϕ(A) = O, ϕ(O) = B rezult˘a a1 = 0, a2 = 1, sin θ = −1, cos θ = 0, deci ecua¸tiile izometriei se scriu  x = −y y = −x + 1 9 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 69 Izometria ϕ este produsul dintre simetria planului fa¸ta˘ de dreapta d ¸si transla¸tia de vector v¯ Vectorul propriu al operatorului liniar asociat lui ϕ, corespunza˘tor valorii proprii λ = −1, este a¯ (1,−1) Rezult˘a ca˘ vectorul de transla¸tie este v¯ = ¯a2 a¯ = − 1 2 e¯1 + 1 2 ¯e2 Dreapta de simetrie este defifinit˘a de ecua¸tia x 1 = y − 1 2 1 E 9 3 Iˆn spa¸t iul euclidian E3 , ˆıntr-un reper ortonormat, se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile transla¸t iei de vector v¯(1, − 2, 4); b) sa˘ se scrie ecua¸ti ile omotetiei de centru C (2, 0,−1) s¸i coefificient k = −3 Solu¸ti e a)   x = x + 1 y = y − 2 z  = z + 4 b)   x − 2 = −3 (x − 2) y = −3y z  + 1 = −3 (z + 1) E 9 4 Iˆn spa¸t iul euclidian E3 , ˆıntr-un reper ortonormat, se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile rota¸t iei spa¸t iului ˆın jurul axelor de coordonate, respectiv, de unghi θ; 70 SEMINARUL 9 IZOMETRII b) sa˘ se scrie ecua¸t iile rota¸t iei spa¸t iului ˆın jurul dreptei de ecua¸ti i x − 1 = y 2 = z − 2 − 1 de unghi θ = π 3 Solu¸ti e E 9 5 Iˆn spa¸t iul euclidian E 3, ˆıntr-un reper ortonormat, se dau planele π1 : 2x + 2y − z + 1 = 0, π2 : z = 0, ¸si dreapta d :  x − z + 1 = 0 y + z − 1 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile simetriei s a spa¸t iului fa¸ta˘a de planul π1; b) sa˘ se scrie ecua¸t iile subspa¸t iilor simπ1 π2, simπ1 d; c) sa˘ se scrie ecua¸t iile simetriei spa¸t iului fa¸t a ˘de drepta d ¸si sa˘ se scrie ecua¸t iile simdπ1 Solu¸ti e a) Ecua¸tiile simetriei spa¸tiului fa¸ta˘ de planul π1 sunt:   x = x − 8y + 4z − 4 9 y = −8x + y + 4z − 4 9 z  = 4x + 4y + 7z + 2 9 9 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 71 b) ˆ ˆIntrucˆat s ◦ s = 1E 3 , deducem simπ1 π2 : 4x + 4y + 7z + 2 9 = 0 ¸si simπ1 d :   x − 8y + 4z − 4 9 − 4x + 4y + 7z + 2 9 + 1 = 0 −8x + y + 4z − 4 9 + 4x + 4y + 7z + 2 9 − 1 = 0 c) Ecua¸tiile simetriei spa¸tiului fa¸ta˘ de dreapta d sunt:   x = −x − 2y + 2z − 2 3 y = −2x − y − 2z + 2 3 z  = 2x − 2y − z + 4 3 , iar ecua¸tia planului simdπ1 este simdπ1 : 2−x−2y+2z−2 3 + 2−2x−y−2z+2 3 − 2x−2y−z+4 3 + 1 = 0 9 2 Exerci¸tii propuse E 9 6 Iˆn planul euclidian E 2, ˆıntr-un reper ortonormat cu originea ˆın punctul O, se considera˘a punctele A(1, 0), B(1, 1), C (0, 1) Sa˘ ase determine izometriile planului care duc dreptele OA ¸si OC ˆın dreptele OB ¸si AC, respectiv Interpretare geometrica˘ E 9 7 Sa˘ se determine izometriile planului pentru care dreptele x − y + 1 = 0 ¸si x+y−1 = 0 sunt drepte invariante Sa˘a se determine elementele geometrice asociate acestor izometrii 72 SEMINARUL 9 IZOMETRII E 9 8 Sa˘ se studieze tranform˘a rile afifine ale planului euclidian E2 defifinite ˆıntr-un reper ortonormat prin ecua¸t iile a)  x = x + 2 y = y − 4 ;b)  x = 3 5 x − 4 5 y − 8 5 y = 4 5 x + 3 5 y − 4 5 ; c)  x = −4 5 x − 3 5 y + 10 y = −3 5 x + 4 5 y − 20 Seminarul 10 Izometrii 10 1 Exerci¸tii rezolvate E 10 1 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E3 defifinita˘a, ˆıntr-un reper cartezian ortonormat, prin ecua¸t iile: a)   x = z + 4 y = x − 2 z  = y + 6 ; b)   x = −6x + 2y + 3z 7 − 7 y = 2x − 3y + 6z 7 − 14 z  = 3x + 6y + 2z 7 + 7 Solu¸ti e a) Matricea asociat˘a transforma˘arii afifine ϕ A =  0 0 1 1 0 0 0 1 0  este ortogonal˘a ¸si detA = 1, prin urmare ϕ este o izometrie de tipul I a spa¸tiului euclidian E3 , ¸si anume produsul dintre o transla¸tie de vector v¯ 73 74 SEMINARUL 10 IZOMETRII ¸si o rotat¸ie de unghi θ ˆın jurul dreptei d Unghiul de rota¸tie este solu¸tia ecua¸tiei 2cos θ + 1 = tr A, deci cos θ = −1 2 Vectorul director a¯ al dreptei d este vector propriu pentru matricea A, coreunza˘ator valorii proprii λ = 1 Rezulta˘a c˘a ¯a(1, 1, 1) Vectorul de transla¸tie este v¯ = ¯a2 a¯ = 8 3 a¯ Dreapta de rota¸tie d este mul¸timea punctelor fifixe ale transforma˘arii t−v¯◦ϕ, defifinita˘ de ecua¸tiile  x = z + 4 − 8 3 y = x − 2 − 8 3 z  = y + 6 − 8 3 Se ob¸tine d :  −x + z + 4 3 = 0 x − y − 14 3 = 0 E 10 2 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E 3 defifinita˘a, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3), prin ecua¸t iile: a)   x = −y + 6 y = z − 8 z  = x + 2 ; b)   x = 2x + 2y + z 3 + 1 y = −11x + 10y + 2z 15 + 2 z  = 2x + 5y − 14z 15 + 3 10 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 75 Solu¸ti e a) Matricea asociat˘a transforma˘arii afifine ϕ A =   0 −1 0 0 0 1 1 0 0   este ortogonal˘a ¸si detA = −1, prin urmare ϕ este o izometrie de tipul II a spa¸tiului euclidian E3 Deoarece urma matricei A este diferit˘a de 1, izometria ϕ este produsul dintre o simetrie fa¸ta˘ de un plan π ¸si o rota¸tie de unghi θ ˆın jurul dreptei d Unghiul de rota¸tie este solu¸tia ecua¸tiei 2cos θ − 1 = trA, deci cos θ = 1 2 Planul π ¸si dreapta d trec prin punctul fifix C (6, 0, 8) al izometriei ϕ Vectorul director a¯ al dreptei d este vector propriu pentru matricea A, corespunza˘tor valorii proprii λ = −1 Rezult˘a ca˘ a¯(1, 1,−1) ¸si avem d : x − 6 1 = y 1 = z − 8 −1 , π : x − 6 + y − (z − 8) = 0 Vectorul de transla¸tie este v¯ = ¯a2 a¯ = 8 3 a¯ Dreapta de rota¸tie d este mul¸timea punctelor fifixe ale transforma˘arii t−v¯◦ϕ, defifinita˘ de ecua¸tiile   x = z + 4 − 8 3 y = x − 2 − 8 3 z  = y + 6 − 8 3 76 SEMINARUL 10 IZOMETRII Se ob¸tine d :  −x + z + 4 3 = 0 x − y − 14 3 = 0 E 10 3 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E 3 defifinita˘a, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3), prin ecua¸t iile:   x = 3 5 x + 4 5 y + 1 y = 4 5 x − 3 5 y − 2 z  = z + 3 Solu¸ti e a) Matricea asociat˘a transforma˘arii afifine ϕ A =  3 5 4 5 0 4 5 −3 5 0 0 0 1  este ortogonal˘a ¸si detA = −1, prin urmare ϕ este o izometrie de tipul II a spa¸tiului euclidian E 3 Deoarece urma matricei A este egala˘a cu 1, izometria ϕ este produsul dintre o simetrie fa¸ta˘ de un plan π ¸si o transla¸tie de vector v¯ Planul π trece prin mijlocul P al segmentului [Oϕ (O)], iar vectorul normal a¯ al planului π este vector propriu pentru matricea A, corespunza ˘tor valorii proprii λ = −1 Rezult˘a c˘a a¯(1,−2, 0) ¸si avem π : x − 12 − 2 (y + 1) = 0 Vectorul de transla¸tie este v¯ = Oϕ(O) − ¯a2 a¯ = 3e¯3 10 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 77 10 2 Exerci¸tii propuse E 10 4 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E 3 defifinita˘a, ˆıntr-un reper cartezian ortonormat, prin ecua¸t iile:   x = −6x + 2y + 3z 7 − 7 y = 2x − 3y + 6z 7 − 14 z  = 3x + 6y + 2z 7 + 7 E 10 5 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E 3 defifinita˘a, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3), prin ecua¸t iile:   x = 2x + 2y + z 3 + 1 y = −11x + 10y + 2z 15 + 2 z  = 2x + 5y − 14z 15 + 3 E 10 6 Sa˘ ase studieze transformarea afifina˘ aϕ : E3 → E3 a spa¸t iului euclidian E 3 defifinita˘a, ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3), prin ecua¸t iile:   x = 11x + 2y + 10z 15 + 7 y = 2x + 14y − 5z 15 + 4 z  = −2x + y + 2z 3 + 6 78 SEMINARUL 10 IZOMETRII E 10 7 Sa˘ ase studieze izometria ϕ : E3 → E3 , ˆın reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3) , prin ecua¸t iile   x = −4 9 x − 1 9 y − 8 9 z + 14 y = −7 9 x − 4 9 y + 4 9 z + 2 z  = 4 9 x − 8 9 y − 1 9z − 5 E 10 8 Iˆn spa¸t iul punctual euclidian E 3 se consider˘a reperul cartezian ortonormat R = (O; e¯1, e¯2, e¯3) Sa˘ se determine izometriile spa¸t iului euclidian E3 pentru care punctele A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C (0, 0, 1) sunt puncte fifixe Interpretare geometrica˘ Seminarul 11 Asem˘an˘ari 11 1 Exerci¸tii rezolvate E 11 1 Se considera˘a transformarea afifina˘ aϕ : E2 → E2 , care ˆın raport cu reperul cartezian ortonormat R = {O; e¯1, e¯2} are ecua¸t iile  x = 8x − y + 1 y = x + 8y Se cere: a) Sa˘ se arate c˘a ϕ este o asem˘an are b) Sa˘ se studieze asem˘an area ϕ Solu¸ti e a) Se observ˘a ca˘  8 −1 1 8  = √ 65 8 √ 65 − 1 √ 65 1 √ 65 8 √ 65  = √ 65A 79 80 SEMINARUL 11 ASEMA ˘ NA ˘ RI Matricea A este ortogonal˘a ¸si detA = 1 Rezult˘a c˘a ϕ este o asema˘anare care se descompune ˆın rotat¸ia planului ˆın jurul unui punct ¸si o omotetie de coefificient √65 Punctul fifix unic al lui ϕ este C − 7 50 , 1 50  Rota¸tia are ecua¸tiile  x + 7 50 = 8 √ 65 x + 7 50 − 1 √ 65 y − 1 50  y − 1 50 = 1 √ 65 x + 7 50 + 8 √ 65 y − 1 50  Omotetia are ecua¸tiile  x + 7 50 = √ 65 x + 7 50  y − 1 50 = √ 65 y − 1 50  E 11 2 Se considera˘a transformarea afifina˘ aϕ : E2 → E2 , care ˆın raport cu reperul cartezian ortonormat R = { O, e¯1, e¯2 } are ecua¸t iile  x = x + y − 1 y = x − y + 2 Se cere: a) Folosind defifini¸t ia, s˘a se arate c˘a ϕ este o asem˘an are b) Sa˘ se studieze asem˘an area ϕ Solu¸ti e a) Dac˘a P (x1, y1) , Q(x2, y2) avem ϕ(P ) = P  x1 + y1 − 1, x1 − y1 + 2, ¸si ϕ(Q) = Q x2 + y2 − 1, x2 − y2 + 2 11 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 81 Rezulta˘ ρ (P ,Q) =  [(x1 − x2) + (y1 − y2)]2 + [(x1 − x2) − (y1 − y2)]2 = 2[(x 1 − x 2 ) + (y 1 − y 2 )] 2 = √ 2 · ρ(P,Q) Deci ϕ este o asem˘anare de coefificient k = √2 a planului E2 Punctul fifix unic al lui ϕ este C (0, 1) Matricea operatorului liniar asociat lui ϕ este  1 1 1 −1  = √ 2  1 √ 2 1 √ 2 1 √ 2 − 1 √ 2  = √ 2A Deoarece detA = −1, transformarea ϕ este o asem˘anare care se poate produul dintre o omotetie de coefificient √2 ¸si simetria ˆın raport cu o dreapt˘a d care trece prin C ¸si are direc¸ttia data˘ ade un vector propriu a¯, coresunza˘tor valorii prorii λ = 1 Ob¸tinem a¯ = e¯1 + √ 2 − 1e¯2 Astfel, ecua¸tia axei de simetrie este x 1 = y − 1 √ 2 − 1 , iar ecua¸tiile omotetiei de centru C ¸si coefificient √2 sunt scrie ca ˆın rota¸tia planului ˆın jurul unui punct ¸si Omotetia are ecua¸tiile  x = √2x y − 1 = √2 (y − 1) E 11 3 Sa˘ ase arate c˘ adac˘a o transformare bijectiv˘a a planului euclidian E2 duce cercuri ˆın cercuri atunci ea este o transformare afifina˘ 82 SEMINARUL 11 ASEMA ˘ NA ˘ RI Solu¸ti e Fie ϕ : E2 → E2 o transformare bijectiv˘a a planului care duce cercuri ˆın cercuri ¸si fifie A, B, C trei puncte afifin dependente (coliniare) Preupunem prin absurd ca˘a imaginile A, B, C  ale punctelor A, B, C prin transformarea ϕ nu sunt coliniare Atunci fifie Γ cercul determinat de ele Transformarea ϕ fifiind bijectiva˘a, inversa sa ϕ−1 duce, de asemenea, cercuri ˆın cercuri Deci ϕ−1(Γ) este un cerc care trebuie s˘a con¸tina˘ apunctele coliniare A, B, C Contradic¸tie Rezult˘a ca˘ transformarea ϕ duce drepte ˆın drepte, deci este o transformare afifin˘a E 11 4 Sa˘ ase determine transform˘a rile afifine ale planului euclidian E 2 care invariaza˘a cercurile Solu¸ti e Fie ϕ : E 2 → E 2 o transformare afifin˘a a planului E 2 care invariaza ˘a cercurile, defifinit˘a ˆın reperul cartezian R = (O; e¯1, e¯2) de ecua¸tiile  y1 = a11x1 + a12x2 + a1 y2 = a21x1 + a22x2 + a2 Inversa transform˘arii ϕ este ϕ−1 : E2 → E2 , defifinita˘a de ecua¸tiile  x1 = b11y1 + b12y2 + b1 x2 = b21y1 + b22y2 + b2 Daca˘ M (x1, x2) descrie cercul de ecuat¸ie (x1)2 + (x2)2 + 2mx1 + 2nx2 + p = 0, atunci M (y1, y2) = ϕ(M ) descrie curba Γ de ecua¸tie (b2 11 + b2 21)(y1)2 + (b2 12 + b2 22)(y2)2 + 2(b11b12 + b21b22)y1y2 + 2(b1b11+ +b2b21 + mb11 + nb21)y1 + 2(b1b12 + b2b22 + mb12 + nb22)y1 + (b1)2+ 11 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 83 +(b2)2 + p = 0 Curba Γ este un cerc dac˘a ¸si numai dac˘a b 2 11 + b 2 21 = b 2 12 + b 2 22 = k 2 , k ∈ R∗ (11 1) b11b12 + b21b22 = 0 Fie b11 = k cos t, b21 = k sin t, b12 = k cos s, b22 = k sin s, cu t, s ∈ R Din (11 1) deducem t −s = π 2 sau t −s = 3π 2 , adic˘a matricea asociata˘ lui ϕ−1 este de forma A1 = k  cos t −sin t sin t cos t  sau A2 = k  cos t sin t sin t −cos t  Rezulta˘ ca˘a transformarea afifin˘a ϕ−1, deci ¸si ϕ, este o asem˘anare E 11 5 Sa˘ ase determine transform˘a rile afifine ale planului geometric E 2 care invariaza˘a hiperbola defifinit˘a prin ecua¸t ia: H : x2 a2 − y2 b2 − 1 = 0 Solu¸ti e Fie ϕ : E 2 → E 2 o transformare afifina˘a a planului defifinit˘a ˆın reperul cartezian R = (O; e¯1, e¯2) de ecua¸tiile  x = a11x + a12y + a1 y = a21x + a22y + a2 84 SEMINARUL 11 ASEMA ˘ NA ˘ RI Imaginea hiperbolei H prin transformarea afifin˘a ϕ este curba ϕ(H ) : (a11x + a12y + a1)2 a2 − (a21x + a22y + a2)2 b2 − 1 = 0 Condi¸tia ϕ(H ) = H implic˘a: a11a12 a2 − a21a22 b2 = 0, a11a1 a2 − a21a2 b2 = 0, a12a1 a2 − a22a2 b2 = 0, (11 2) ¸si a2 11 − a2 b2 a2 21 = b2 a2 a2 12 − a2 22 = 1 − a2 1 a2 + a2 2 b2 (11 3) Fie a11 = r cht, a21 = r b a sh t, a22 = r chs, a12 = r a b sh s, cu t, s ∈ R Din (11 2) deducem t − s = 0, a1 = a2 = 0, ceea ce implic˘a r = 1 Transformarea ϕ are ecua¸tiile ϕ(t) :  x = x ch cht + aab b y sh t y = b a x sh t + y cht , t ∈ R Observa¸tie Mul¸timea {ϕ(t) , t ∈ R} a tranforma˘rilor afifine ale planului care invariaza˘a hiperbola H formeaz˘a un subgrup al grupului Aff (E2 ) 11 2 Exerci¸tii propuse E 11 6 Se considera˘a transformarea afifina˘ aϕ : E2 → E2 , care ˆın raport cu reperul cartezian ortonormat R = {O, e¯1, e¯2} are ecua¸t iile  x = 2x + 3y + 1 y = 3x − 2y + 2 Se cere: 11 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 85 a) Folosind defifini¸t ia, s˘a se arate c˘a ϕ este o asem˘an are b) Sa˘ se studieze asem˘an area ϕ E 11 7 Sa˘ ase determine transform˘a rile afifine ϕ : E 2 → E2 ale planului euclidian E2 care invariaz˘a conica defifinit˘a prin ecua¸t ia: a) E : x2 a2 + y2 b2 − 1 = 0; b) P : y2 = 2 px E 11 8 Sa˘ ase determine ecua¸t iile transforma˘a rii afifine ϕ : E2 → E2 care invariaza ˘ parabola y2 = 2x ¸si duce punctele A(2, 2) ˆın A(8, 4), ¸si B(1/2, 1) ˆın B(9/2, 3) E 11 9 Sa˘ ase arate ca˘ atransformarea afifin˘a ϕ a planului euclidian E2 este o asema˘an are dac˘ a¸si numai daca˘ duce cercuri ˆın cercuri 86 SEMINARUL 11 ASEMA ˘ NA ˘ RI Seminarul 12 Conice 12 1 Exerci¸tii rezolvate E 12 1 Iˆn plan, ˆıntr-un reper ortonormat, se dau punctul A(−2, 4), dreapta d : 3x + 4y + 10 = 0, cercul γ : x2 + y2 − 4x − 2y − 4 = 0 Se cere: a) sa˘ se scrie ecua¸t ia cercului cu centrul ˆın punctul A, de raza˘a egal˘ acu 5; b) sa˘ se determine centrul ¸si raza cercului γ ; c) sa˘ se scrie ecua¸t ia cercului cu centrul ˆın punctul A, tangent dreptei d; d) sa˘ se scrie ecua¸t iile cercurilor cu centrul ˆın punctul A ¸si tangente cercului γ Solu¸tie a) (x + 2)2 + (y − 4)2 = 52 87 88 SEMINARUL 12 CONICE b) Ecua¸tia cercului se scrie (x−2)2 +(y−1)2 = 9, deci centrul cercului γ este punctul C (2, 1), iar raza sa este r = 3 c) Raza cercului este egal˘a cu distan¸ta de la punctul A la dreapta d, ρ(A, d) = |3(−2) + 4 · 4 + 10| /√ 9 + 16 = 4 Ecua¸tia cercului este (x + 2)2 + (y − 4)2 = 16 d) Razele celor dou˘a cercuri sunt egale cu ρ(A,C ) + r ¸si, respectiv, ρ(A,C ) − r E 12 2 Sa˘ ase determine puterea punctului A(x0, y0) fa¸ta˘a de cercul γ : x2 + y2 +2ax+2by +c = 0 Sa˘ se scrie ecua¸t ia axei radicale a cercurilor γ i : x2 + y2 + 2aix + 2biy + ci = 0, i = 1, 2 Solu¸tie Fie C (−a,−b) ¸si r = √a2 + b2 − c centrul ¸si respectiv raza cercului γ Puterea punctului M fa¸ta˘ de cercul γ este p(A, γ ) = |AC | 2 − r2 = (x0+a)2+(y0+b)2−a2−b2+c Deci p(A, γ ) = x2 0+y2 0 +2ax0+2by0+c Fie M (x, y) un punct al axei radicale Atunci p(M, γ 1) = p(M, γ2 ) Deducem ca˘a ecua¸tia axei radicale este 2(a1−a2)x+2(b1−b2)y+(c1−c2) = 0 E 12 3 Sa˘ ase scrie ecua¸t iile cercurilor γ 1 ¸si γ 2 ˆıntr-un reper ortonomat ˆın care axa Ox coincide cu linia centrelor cercurilor, iar axa Oy coincide cu axa radicala˘a a cercurilor γ1 ¸si γ2 Solu¸tie Fie γi : x2 + y2 + 2aix + 2biy + ci = 0, i = 1, 2, ecua¸tiile celor dou˘a cercuri ˆın reperul considerat Cum centrele celcurilor γ 1 ¸si γ 2 sunt situate pe axa Ox deducem c˘a b1 = b2 = 0 Din ipoteza c˘a axa Oy coincide cu axa radicala˘a a cercurilor γ 1 ¸si γ 2 rezult˘a ca˘ c1 = c2 = c, iar a1 = a2 Deci γ i : x2 + y2 + 2aix + c = 0, i = 1, 2, cu a1 = a2 12 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 89 E 12 4 Sa˘ ase scrie condi¸t ia de ortogonalitate a cercurilor γi : x2 + y2 + 2aix + 2biy + ci = 0, i = 1, 2 Sa˘ ase g˘as easca˘ ecua¸t ia locului geometric a cercurilor ortogonale cercurilor γ 1 ¸si γ 2 Solu¸tie Sa˘ nota˘am cu Oi(−ai,−bi) centrul ¸si cu ri raza cercului γi , i = 1, 2, iar cu P unul dintre punctele de intersec¸tie ale celor dou˘a cercuri Daca˘ cercurile γ1 ¸si γ2 sunt ortogonale atunci triunghiul PO1O2 este dreptunghic, cu O1PO2 = π/2 Deducem c˘a r2 1 + r2 2 = |O1O2|2 , de unde se ob¸tine condi¸tia de ortogonalitate 2(a1a2 + b1b2) + (c1 + c2) = 0 Fie M (x0, y0) un punct al locului geometric ¸si fifie γ : (x − x0)2 + (y − y0)2 = r2, un cerc cu centrul ˆın punctul M care este ortogonal ccercurilor date Eliminˆand pe r din cele dou˘a condi¸tii de ortogonalitate 2(−aix0 − biy0) + (ci + x 2 0 + y 2 0 − r 2 ) = 0, i = 1, 2, ¸si renotˆand cu (x, y) coordonatele punctului M se ob¸tine 2(a1 − a2)x + 2(b1 − b2)y = c1 − c2 Rela¸tia ob¸tinuta˘ reprezinta˘ aecua¸tia unei drepte d ˆın care este inclus locul geometric Fie acum M (x0, y0) ∈ d Atunci cercul cu centrul ˆın punctul M ¸si avaˆand raza r, cu r2 = 2(−aix0 − biy0) + (ci + x2 0 + y2 0 ), unde i = 1 sau i = 2, este ortogonal cercurilor γ 1 ¸si γ2 Locul geometric este deci dreapta d E 12 5 Iˆn plan, ˆın reper ortonormat, se consider˘a elipsa E : x2 a2 + y2 b2 = 1 Se cere: a) Sa˘ se scrie ecua¸t ia tangentei la elipsa˘a ˆın punctul A(x0, y0) ∈ E b) Sa˘ se scrie ecua¸t ile tangentelor la elipsa E , avˆa nd coefificientul unghiular m 90 SEMINARUL 12 CONICE Solu¸tie a) xx0 a2 + yy0 b2 = 1 b) Fie d : y = mx + n Dreapta d este tangent˘a la elipsa E dac˘a ¸si numai daca˘a discriminantul ecua¸tiei (m 2 a 2 + b 2 )x 2 + 2a 2 mnx + a 2 (n 2 − b 2 ) = 0 (12 1) este nul Se ob¸tine n = ±√m 2a2 + b2 E 12 6 Sa˘ se g˘aseasc˘a locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpendiculare la elipsa E : x2 a2 + y2 b2 = 1 Solu¸tie Punctele (a, b), (a,−b), (−a, b), (−a,−b) apar¸tin locului geometric Fie M (x0, y0) un punct apar¸tinaˆand locului geometric, diferit de cele patru puncte men¸tionate ¸si fifie d : y − y0 = m(x − x0), m = 0, o dreapt˘a care trece prin punctul M Dreapta d este tangenta˘a la elipsa dac˘a ¸si numai dac˘a discriminantul ecua¸tiei 12 1, unde n = y0−mx0, es tEe nul Se ob¸tine condi¸tia (y0 − mx0)2 = m2a2 + b2, sau, echivalent, (a2 − x2 0)m2 + 2mx0y0 + (b2 − y2 0 ) = 0 (12 2) Daca˘ discriminantul ecua¸tiei (12 2) este pozitiv, i e 4a2b2 x2 0 a2 + y2 0 b2 − 1 > 0, atunci exista˘a doua˘ atangente distincte la elips˘a, corespunza˘atoare solu¸tiilor reale distincte m1, m2 ale ecua¸tiei (12 2) Cele doua˘ tangente sunt perpendiculare dac˘a m1m2 = −1, deci (b2 − y2 0 ) = −(a2 − x2 0) Se ob¸tine astfel ecua¸tia locului geometric x2 + y2 = a2 + b2 Locul geometric este un cerc,cu centrul ˆın origine Acest cerc este circumscris dreptunghiului are ˆıncadreaz˘a elipsa ¸si se nume¸ste cercul lui Monge E 12 7 Iˆn plan, ˆın reper ortonormat, se consider˘a hiperbola H : x2 a2 −y2 b2 = 1 Se cere: 12 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 91 a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia tangentei la hiperbol˘a ˆın punctul A(x0, y0) ∈ H b) Sa˘ se scrie ecua¸t ile tangentelor la hiperbola H, avaˆand coefificientul unghiular m Solu¸tie a) xx0 a2 − yy0 b2 = 1 b) Fie d : y = mx + n Dreapta d este tangent˘a la hiperbola H dac˘a ¸si numai dac˘a discriminantul ecua¸tiei (m2a2 − b2)x2 + 2a2mnx + a2(n2 + b2) = 0 (12 3) este nul Se ob¸tine n = ±√m 2a2 − b2, ˆın ipoteza m2a2 − b2 > 0 E 12 8 Sa˘ se g˘aseasc˘a locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpendiculare la hiperbola H : x2 a2 − y2 b2 = 1 Solu¸tie Procedaˆnd ca ˆın exercit¸iul 12 6, se ob¸tine ecua¸tia locului geometric x2 + y2 = a2 − b2 Locul geometric este mult¸imea vida˘ a(un cerc imaginar) dac˘a a b Acest cerc se numes¸te, ca ¸si la elipsa˘, cercul lui Monge 12 2 Exerci¸tii propuse E 12 9 Sa˘ se g˘aseasc˘a locul geometric al punctelor din care se pot duce tangente perpendiculare la parabola P : y2 = 2 px E 12 10 Sa˘ ase g˘as easca˘ locul geometric al mijloacelor coardelor paralele cu o direc¸t ie data˘ aduse la elipsa E : x2 a2 +y2 b2 = 1 (Hiperbola H : x2 a2 − y2 b2 = 1 sau parabola P : y2 = 2 px) 92 SEMINARUL 12 CONICE E 12 11 Sa˘ se determine locul geometric al punctelor din planul euclidian E 2 pentru care raportul distan¸t elor la un punct fifix F ¸si la o dreapt˘a fifixa˘ h, F / ∈ h, este constant E 12 12 Sa˘ ase ga˘as easca˘ locul geometric al mijloacelor segmentelor care unesc un punct fifix A cu un punct variabil M situat pe cercul dat C(O, r) E 12 13 Iˆn plan, ˆın reper ortonormat, se considera˘ parabola P : y2 = 2 px Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia tangentei la parabol˘a ˆın punctul A(x0, y0) ∈ P b) Sa˘ se scrie ecua¸t ile tangentelor la parabola P , avˆand coefificientul unghiular m Seminarul 13 Conice 13 1 Exerci¸tii rezolvate ˆˆ In planul euclidian E 2 se consider˘ a reperul ortonormat R = (O; {e1, e2}) E 13 1 Se consider˘a conica x2 − 12xy − 4y2 + 12x + 8y + 5 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile axelor de simetrie; b) sa˘ se ecua¸t iile asimptotelor conicei; c) sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schima˘ rile de repere necesare 93 94 SEMINARUL 13 CONICE Solu¸tie Fie A =  1 −6 −6 −4  matricea asociata˘a ecua¸tiei Polinomul caracteristic asociat matricei A este P (λ) = λ2 + 3λ − 40, cu valorile proprii λ1 = −8, λ2 = 5 ¸si v¯1 (2, 3) , v¯2 (−3, 2) vectorii proprii corespunza˘tori a) Axele de simetrie sunt diametri conjuga¸ti cu direc¸tiile v¯1, v¯2 Ecua¸tiile lor sunt: 2 (2x − 12y + 12) + 3(−12x − 8y + 8) = 0, −3 (2x − 12y + 12) + 2(−12x − 8y + 8) = 0 deci 2x + 3y − 3 = 0 ¸si −3x + 2y − 2 = 0 b) Conica este de tip hiperbolic (δ = −40 < 0) , deci exist˘a dou˘a asimptote care trec prin centrul de simetrie ¸si au direc¸tie asimptotic˘a Centrul de simetrie C al conicei se ob¸tine rezolvaˆand sistemul  2x − 12y + 12 = 0 −12x − 8y + 8 = 0 Rezulta˘ C (0, 1) Dac˘a u¯ (u1, u2) este o direc¸tie asimptotica˘ aatunci u12 − 12u1u2 − 4 u22 = 0 13 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 95 Deducem u¯1 6 + 2√ 10, 1, ¯u2 6 − 2√ 10, 1, iar ecua¸tiile asimptotelor sunt: x 6 + 2√ 10 = y − 1 1 , x 6 − 2√ 10 = y − 1 1 c) ˆ ˆIn urma schimb˘arii de coordonate  x = x y = y − 1 , se ob¸tine ecua¸tia: (x  ) 2 − 12x  y  − 4 (y  ) 2 + 12x  + 8y  + 9 = 0 Vectorii f¯ 1  2 √ 13 , 3 √ 13, f¯ 2  −3 √ 13 , 2 √ 13 constituie o baz˘a ortonormata˘ aformata ˘a din vectori proprii Considerˆand schimbarea de coordonate  x y  =  2 √ 13 − 3 √ 13 3 √ 13 2 √ 13  x y , se ob¸tine −8 (x)2 + 5 (y)2 + 9 = 0 Ecua¸tia are forma canonic˘a: (x)2 9 8 − (y)2 9 5 − 1 = 0 ¸si reprezint˘a o hiperbol˘a 96 SEMINARUL 13 CONICE E 13 2 Se consider˘a conica 9x2 − 4xy + 6y2 + 16x − 8y − 2 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile axelor de simetrie; b) sa˘ se ecua¸t iile tangentelor paralele cu dreapta d : x + y = 0; c) sa˘ se determine locul geometric al mijloacelor coardelor paralele cu dreapta d; d) sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schima˘ rile de repere necesare Solu¸tie Fie A =  9 −2 −2 6  matricea asociata˘a ecua¸tiei Polinomul caracteristic asociat matricei A este P (λ) = λ2 − 15λ + 50, cu valorile proprii λ1 = 10, λ2 = 5 ¸si v¯1 (−2, 1) , v¯2 (1, 2) vectorii proprii corespunza˘tori a) Axele de simetrie sunt diametri conjuga¸ti cu direc¸tiile v¯1, v¯2 Ecua¸tiile lor sunt: −2(18x − 4y + 16) + (−4x + 12y − 8) = 0, (18x − 4y + 16) + 2(−4x + 12y − 8) = 0 13 1 EXERCIT¸ II REZOLVATE 97 deci 2x − y + 2 = 0 ¸si x + 2y = 0 b) Fie dα : x + y + α = 0 o dreapta˘a paralela˘ acu dreapta d Dreapta dα este tangent˘a conicei dac˘a ¸si numai dac˘a sistemul de ecua¸tii  x + y + α = 0 9x2 − 4xy + 6y2 + 16x − 8y − 2 = 0 Se ob¸tine α1 = 2 5 − 1 5 √95, α2 = 2 5 + 1 5 √95 c) Locul geometric c˘autat este diametrul conjugat direc¸tiei u¯ (1,−1) a dreptei d Se ob¸tine dreapta (18x − 4y + 16) − (−4x + 12y − 8) = 0 d) Centrul de simetrie C al conicei se ob¸tine rezolvaˆand sistemul  18x − 4y + 16 = 0 −4x + 12y − 8 = 0 Rezulta˘ C −4 5 , 2 5  ˆ ˆIIn urma schimba˘arii de coordonate  x = x + 4 5 y = y − 2 5 , se ob¸tine ecua¸tia: 9 (x)2 − 4xy + 6 (y)2 + 16x − 8y − 10 = 0 98 SEMINARUL 13 CONICE Vectorii f¯ 1 − 2 √ 5 , 1 √ 5 , f¯ 2  1 √ 5 , 2 √ 5  constituie o baz˘a ortonormata˘ aformata ˘a din vectori proprii Considerˆand schimbarea de coordonate  x y  =  − 2 √ 5 1 √ 5 1 √ 5 2 √ 5  x y , se ob¸tine 10 (x)2 + 5 (y)2 − 10 = 0 Ecua¸tia are forma canonic˘a: (x)2 1 + (y)2 2 − 1 = 0 ¸si reprezint˘a o elips˘a 13 2 Exerci¸tii propuse E 13 3 Se consider˘a conica 4x2 − 4xy + y2 − 3x + 4y − 7 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile axelor de simetrie; b) sa˘ se ecua¸t ia tangentei ˆın vˆa rful conicei; c) sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schima˘ rile de repere necesare 13 2 EXERCIT¸ II PROPUSE 99 E 13 4 Sa˘ se determine asimptotele ¸si axele de simetrie ale conicei γ : x2 − 4xy + y2 + 3x − 3y + 2 = 0 E 13 5 Se consider˘a conica x2 − 4xy + 4y2 − 2x + 2y − 1 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t ia tangentei ˆın punctul M (1, 0); b) sa˘ se ecua¸t ia tangentei ˆın vˆa rful conicei; c) sa˘ se scrie ecua¸t iile tangentelor paralele cu dreapta d : x + y = 0; d) sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schima˘ rile de repere necesare E 13 6 Se consider˘a conica 2xy − 4x + 2y + 1 = 0 Se cere: a) sa˘a se scrie ecua¸t iile axelor de simetrie; b) sa˘ se ecua¸t iile asimptotelor; c) sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schima˘ rile de repere necesare E 13 7 Se consider˘a familia de conice γ α : x2 − 2y + α(y2 − 2x) = 0, α ∈ R Sa˘a se discute tipul ¸si genul conicelor γ α dupa˘ α 100 SEMINARUL 13 CONICE Seminarul 14 Cuadrice 14 1 Exerci¸tii propuse ˆˆIn spat ¸iul euclidian E 3 se consider˘ a reperul ortonormat R = (O; {e1, e2, e3}) E 14 1 Sa˘ ase calculeze distan¸t ele de la elipsoidul x2 4 + y2 9 + z2 16 −1 = 0 la planele a) 2x − y + z − 4 = 0; b) x − y + z − 5 = 0 E 14 2 Se consider˘a hiperboloidul cu o pˆa nza˘ H : x2 25 + y2 16 − z2 4 − 1 = 0 ¸si planul π : 4x − 5y − 10z − 20 = 0 a) Sa˘a se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin punctul M (−5, 4, 2) 101 102 SEMINARUL 14 CUADRICE b) Sa˘ se arate c˘a planul π intersecteaza˘ H dupa˘a dou˘a generatoare rectilinii E 14 3 Se consider˘a paraboloidul hiperolic Γ : x 2 9 − y 2 4 = z a) Sa˘a se determine unghiul format de generatoarele rectilinii care trec prin punctul M (0, 2,−1) b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii paralele cu planul 2x− y + z = 0 E 14 4 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a 2x2 + y2 + 2z 2 − 2xy − 2yz + 4x − 2y = 0 Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia planului tangent la Γ ˆın punctul M (−2, 0, 0) b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin M c) Sa˘ se scrie ecua¸t iile planelor de simetrie d) Sa˘a se aduc˘a ecua¸ti a la forma cononica˘, precizaˆn d shimb˘a rile de repere necesare E 14 5 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a x2 + y2 + 4z 2 + 2xy + 4xz + 4yz − 6z + 1 = 0 Se cere: 14 1 EXERCIT¸ II PROPUSE 103 a) Sa˘a se arate c˘a Γ admite generatoare rectilinii ¸si sa˘a se determine direc¸t iile acestora b) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma cononica˘, precizaˆn d shimb˘a rile de repere necesare E 14 6 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a 4xy + 2x + 4y − 6z − 3 = 0 Se cere: a) Sa˘a se determine planele de simetrie ale cuadricei b) Sa˘ se determine punctele cuadricei prin care trec generatoare rectilinii perpendiculare c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma cononica˘, precizaˆn d shimb˘a rile de repere necesare E 14 7 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a x2 + y2 + z 2 + 2xy + 2xz + 2yz − x + 2y − z + 1 = 0 Se cere: a) Sa˘ se determine planele de simetrie ¸si axele de simetrie ale cuadricei b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin punctul M (0,−1, 0) 104 SEMINARUL 14 CUADRICE c) Sa˘ se aduca˘a ecua¸t ia la forma canonica˘a, precizˆa nd schimb˘a rile de repere necesare E 14 8 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a 2x2 + 5y2 + 2z 2 − 2xy + 6yz − 4x − 2y − 2z = 0 Se cere: a) Sa˘a se determine planul diametral conjugat cu direc¸t ia v¯(1,−1, 2) b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin punctul M (0, 0, 0) c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schim˘a rile de repere necesare E 14 9 Se consider˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a x2 − z 2 + 4xy − 4xz − 6x + 4y + 2z + 8 = 0 Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia planului tangent la Γ paralel cu planul π : x + y + z = 0 b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin punctul M (2, 0, 0) c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schim˘a rile de repere necesare 14 1 EXERCIT¸ II PROPUSE 105 E 14 10 Se considera˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a 4x2 + 6y2 + 4z 2 + 4xz − 8y − 4z + 3 = 0 Se cere: a) Sa˘a se scrie ecua¸t ia planului tangent la Γ paralel cu planul π : x + 2y + 2 = 0 b) Sa˘ se determine polul planului π fa¸ta˘ de Γ c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schim˘a rile de repere necesare e) Sa˘ se determine valorile parametrului a pentru care Γ este o cuadric˘a riglata˘ E 14 11 Se considera˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a x2 + y2 + z 2 − xy − xz − yz − 1 = 0 Se cere: a) Sa˘ se determine centrele de simetrie ¸si planele de simetrie ale cuadricei b) Sa˘ se scrie ecua¸t ia planului tangent ¸si ecua¸t iile generatoarelor rectilinii ˆın punctul M (1, 0, 0) c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schim˘a rile de repere necesare S˘a se recunoasc˘a suprafa¸t a 106 SEMINARUL 14 CUADRICE E 14 12 Se considera˘a cuadrica Γ defifinita˘a de ecua¸ti a 2x2 + 5y2 + 2z 2 − 2xy − 4xz + 2yz + 2x − 10y − 2z = 0 Se cere: a) Sa˘ se determine centrele de simetrie ¸si planele de simetrie ale cuadricei b) Sa˘ se scrie ecua¸t iile generatoarelor rectilinii care trec prin origine c) Sa˘ se aduc˘a ecua¸ti a la forma canonica˘, precizaˆn d schim˘a rile de repere necesare S˘a se recunoasc˘a suprafa¸t a E 14 13 Sa˘ ase aduc˘a la forma canonic˘a ¸si s˘a se recunoasc˘a cuadricele urm˘atoare: 1 5x2 − 8y2 + z 2 − 6xz + 8 = 0; (H2 ) 2 x2 + 3y2 + 4yz − 6x + 8y + 8 = 0; (H2 ) 3 x2 + 3y2 + 4yz − 6x + 8y + 8 = 0; (H1 ) 4 x2 − 2y2 + z 2 + 4xy − 4yz − 8xz − 14x − 4y + 14z + 18 = 0; (H1 ); 5 xy + z 2 − 2 = 0; 6 2y2 + 4xy − 8xz − 4yz + 6x − 5 = 0; (PH ) 7 x2 − 2y2 + z 2 + 4xy + 4yz − 10xz + 2x + 4y − 10z − 1 = 0; (CH ); 8 4x2 + y2 +4z 2 −4xy +4yz −8xz −28x+2y +16z +45 = 0; (CP ); 14 1 EXERCIT¸ II PROPUSE 107 9 x2 + y2 + 2xy + 4xz + 4yz − 6z + 1 = 0; (CP); 10 x2 + 2xy + y2 − z 2 + 2z − 1 = 0; 108 SEMINARUL 14 CUADRICE Bibliografifie Ion Vladimirescu, Mariana Popescu Algebr˘a liniar˘a ¸si geometrie n-dimensional˘a, Ed Radical, Craiova, 1996 Ion Vladimirescu, Mariana Popescu Algebr˘ aliniar˘ a¸si geometrie analitica˘a, Ed Universitaria, Craiova, 1993 109